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hlednost rozd¥lena na dv¥ £ásti. V teoretické £ásti se v¥nujeme konstruk£ním úlohám
obecn¥, jejich r·zným metodám °e²ení i formálním postup·m, které doporu£ují st°edo-
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pro lep²í porozum¥ní jednotlivým mnoºinám bod· i demonstrovaným úlohám dopl-
nili o mnoºství obrázk·, které autorka vytvo°ila v programu GeoGebra. Ve zbývající
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Abstract: The aim of this thesis is to reveal various errors and issues that high school
students face in triangle construction problems. The thesis is divided into two parts
for clarity. In the theoretical part we deal with construction problems in general and
look into their various solution methods and formal procedures recommended by high
school textbooks. Next, we focus on sets of points of a given property (that are part
of the high school curriculum), give related denitions, basic properties and use cases.
For better understanding of the demonstrated problems the thesis is lled with au-
xiliary graphs made in the program GeoGebra. In the last chapter of the theoretical
part, we introduce various problems that are expected to occur during geometry con-
struction problem solving by students themselves. Those were the main focus of the
following study. The preparation of the study, its implementation and subsequent ana-
lysis of collected data is described in the practical part of the thesis. The study was
conducted with 10 students. Each of them was presented with selected geometric pro-
blems and we investigated the phenomena that aected the accuracy of their solutions.
After their individual work, each student was interviewed and other issues with their
solutions were revealed. At the end we present our ndings and suggest tips on how
to prevent these errors in the future. We also mention students' mistakes and shortco-
mings that we did not expect and yet found in their solutions.




I Teoretická £ást 10
1 Základní geometrické pojmy 11
1.1 Úhel, trojúhelník . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 T¥ºnice, vý²ka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3 Kruºnice opsaná a vepsaná . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2 Konstruk£ní úlohy 18
2.1 Konstruk£ní úlohy v trojúhelníku a jejich postup °e²ení . . . . . . . . . 19
2.2 Mnoºiny bod· dané vlastnosti a jejich konstrukce . . . . . . . . . . . . 23
2.2.1 Kruºnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2.2 Osa úse£ky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2.3 Ekvidistanta p°ímky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.4 Osa pásu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.2.5 Osa úhlu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.2.6 Mnoºina bod·, ze kterých je úse£ka vid¥t pod daným úhlem . . 47
2.2.7 Thaletova kruºnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.3 Metody °e²ení konstruk£ních úloh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.3.1 Vyuºití geometrických zobrazení . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.3.2 Vyuºití algebraických výpo£t· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.3.3 Vyuºití metody sou°adnic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
6
3 Problémy ºák· s konstruk£ními úlohami 65
3.1 Prostor reprezentací vs. teoretický prostor . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.2 Obecnost vs. konkrétnost zadání . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.3 Problematika prototyp· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.4 Problematika porozum¥ní pojm·m, zápis·m, terminologii,... . . . . . . 68
3.5 Korektnost konstrukce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.6 Role jednotlivých £ástí konstruk£ní úlohy . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
II Praktická £ást 73
4 Výzkum 74
4.1 Metodologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.1.1 Výb¥r úloh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.2 Pilotní studie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.3 Hlavní studie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.3.1 Výb¥r ºák· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.3.2 Vybrané úlohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.3.3 Pr·b¥h testování . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.4 Výsledky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.4.1 Obtíºe ºák· z hlediska jev· p°edstavených v kapitole 3 . . . . . 90








Konstruk£ní úlohy jsou pro n¥které ºáky st°edních ²kol £ástí matematiky, která nemá
v reálném sv¥t¥ své vyuºití. Ale jsou to práv¥ konstruk£ní úlohy, které u£í ºáky hledat
a propojovat souvislosti, odd¥lovat podstatné informace od nadbyte£ných, zlep²ovat
jejich jemnou motoriku a p°esnost rýsování. Navíc u£í ºáky dokazovat, nebo´ zadání
konstruk£ní úlohy lze p°eformulovat následujícím zp·sobem: dokaºte, zda z t¥chto
zadaných prvk· lze sestrojit trojúhelník. Vedou tedy ºáky k argumentaci a hlub-
²ímu porozum¥ní rovinné geometrii. Ale pro£ jsou práv¥ konstruk£ní úlohy pro ºáky
obávanou a pro mnohé z nich neoblíbenou £ástí matematického u£iva?
My se v na²í práci zam¥°íme na zvládnutí vy°e²ení konstruk£ní úlohy ºáky s tím,
ºe p°edpokládáme, ºe n¥jaké základní konstrukce uº ºáci umí narýsovat z d°ív¥j²ích
poznatk·, nap°. kolmice, vý²ky, t¥ºnice a úhly dané velikosti. Navíc jim k tomu povo-
líme rýsovací pom·cky, které ºáci v praxi b¥ºn¥ pouºívají. Velkou oporou pro sestavení
p°edpokládaných problém· ºák· s konstruk£ními úlohami pro nás byly informace zís-
kané ze studie Nadi Vondrové a Radky Havlí£kové [23], které se touto problematikou
zabývaly u ºák· základních ²kol. My jsme pro ná² výzkum vybrali ºáky st°edních
²kol a bude nás zajímat, zda star²í ºáci budou mít s konstruk£ními úlohami obdobné
problémy, nebo se naopak dokáºí chybám, které d¥lají ºáci základních ²kol, vyvarovat.
Pro výzkum jsme ur£ili t°i základní otázky, které jsme cht¥li na vybraných ºácích
r·zných st°edních ²kol ov¥°it pomocí p°edem ur£ených úloh.
1. Jak ºák postupuje p°i °e²ení konstruk£ní úlohy, co chápe jako její výsledek.
2. Jak ºák rozumí vyu£ovaným mnoºinám bod· dané vlastnosti, a zda je v kon-
struk£ních úlohách správn¥ pouºívá.
8
3. Jaký význam má pro ºáka rozbor úlohy. Vyhýbá se pouºívání prototypických
útvar·, nedostate£nému zna£ení geometrických prvk· v obrázku a chybným úva-
hám.
Práci jsme rozd¥lili na teoretickou a praktickou £ást. V teoretické £ásti uvádíme
nejprve základní geometrické pojmy jako jsou úhel, trojúhelník, t¥ºi²t¥ apod. a je-
jich vlastnosti. Dále se v¥nujeme mnoºinám bod· dané vlastnosti, které jsou sou£ástí
u£iva na st°edních ²kolách. Ke kaºdé mnoºin¥ uvádíme základní denice a její vlast-
nosti, a také vºdy jednu konstruk£ní úlohu, ve které se práv¥ daná mnoºina bod·
vyuºije p°i °e²ení. Krátce zmíníme i r·zné metody °e²ení konstruk£ních úloh, které
op¥t demonstrujeme na námi zvolených úlohách. Na záv¥r se zam¥°íme na zmín¥nou
studii [23], díky níº stanovíme dal²í konkrétn¥j²í jevy, které by mohly d¥lat ºák·m p°i
°e²ení konstruk£ních úloh problémy.
Celou praktickou £ást budeme v¥novat na²emu výzkumu o moºných problémech
ºák· s konstruk£ními úlohami v trojúhelníku. Nejprve provedeme pilotní studii, podle
níº ur£íme úlohy do studie hlavní. V té se pak n¥kolik ºák· st°ední ²koly pokusí vy°e²it
zadané úlohy. Na jejich samostatnou práci bude navazovat rozhovor s organizátorkou
výzkumu. Dále se budeme v¥novat výsledk·m obou studií, pokusíme se odpov¥d¥t na







D°íve neº se budeme v¥novat konstruk£ním úlohám, uvedeme n¥kolik základních denic
dále pouºívaných pojm· a zavedeme terminologii a zna£ení, které budeme pouºívat
v celé diplomové práci. Dále zmíníme n¥kolik v¥t a tvrzení, která roz²í°í informace
o denovaných pojmem. Uvedeme je v²ak bez d·kaz·, nebo´ tvo°í pouze základ, ze
kterého budeme dále £erpat pro vysv¥tlení a uºití st¥ºejních pojm·. Navíc by zbyte£n¥
zvy²ovaly objem práce, jejímº nejsou cílem.
Souhrn pouºívaného zna£ení jsme pro p°ehlednost uvedli v samostatné kapitole Seznam
zkratek, která se nachází na konci této diplomové práce.
1.1 Úhel, trojúhelník
Za£neme pojmem úhel, který budeme denovat pomocí dvou polop°ímek.









V B nazýváme ramena a bod V vrchol úhlu. Takovýto úhel budeme
zna£it ∠AV B.
Ve st°edo²kolských u£ebnicích se v²ak £ast¥ji objevuje následující denice.





V B se spole£ným po£átkem V .
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Rozdíl v uvedených denicích je v tom, ºe pokud bychom cht¥li nap°. sestrojit
pr·se£ík daného úhlu a p°ímky, tak podle denice 1 vzniknou dva, jeden nebo ºádný
pr·se£ík, ale podle denice 2 m·ºe být jejich pr·se£íkem celá úse£ka bod·.
Poznámka: V £eské literatu°e najdeme je²t¥ dal²í pohled na denování úhlu v rovin¥.
Denice 3. [17, str. 58] Jsou dány dv¥ polop°ímky p, q se spole£ným po£átkem S, které
neleºí na téºe p°ímce. Úhlem rozumíme mnoºinu polop°ímek, do níº vedle polop°ímek p
a q pat°í kaºdá polop°ímka r roviny←→pq s po£átkem S, pro kterou platí, ºe polop°ímka r
leºí mezi polop°ímkami p a q.
Tato denice odpovídá denici 2, nebo´ mnoºina v²ech polop°ímek r, které leºí
mezi polop°ímkami p, q, tvo°í op¥t £ást roviny ohrani£enou danými polop°ímkami p, q
se spole£ným po£átkem S.
Pro pot°eby konstrukce trojúhelník· p°i znalosti vnit°ních úhl· nám posta£í de-
nice 1, kterou budeme v celé diplomové práci pouºívat.
Abychom mohli s úhlem pracovat, pot°ebujeme znát jeho velikost, která je ur£ena
v závislosti na tzv. jednotkovém úhlu. Omezíme se pouze na stup¬ovou míru, protoºe
velikosti úhl· v zadání konstruk£ních úloh jsou ve st°edo²kolských u£ebnicích uvád¥ny
výhradn¥ ve stupních.
Pro denování jednotkového úhlu pot°ebujeme nejprve zadenovat dal²í typy úhl·.
Denice 4. [19, str. 15] Nech´ ∠AV B a ∠AV C jsou dva úhly, které mají spole£né
rameno
−→




V C jsou navzájem opa£né polop°ímky. Pak ∠AV B,∠AV C
nazýváme úhly vedlej²ími.
Denice 5. [19, str. 15] Pravý úhel je takový úhel, který je shodný se svým vedlej²ím
úhlem.
Denice 6. [18, str. 146] Jednotkový úhel je ve stup¬ové mí°e roven 1
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pravého úhlu.
Denice 7. [18, str. 146] Velikost úhlu ∠AV B ve stup¬ové mí°e je dána nezáporným
£íslem, které udává, kolikrát je úhel ∠AV B v¥t²í, resp. men²í neº jednotkový úhel.
Dále zadenujeme trojúhelník, coº je rovinný útvar, který je dán t°emi nekolineár-
ními body, které nazýváme vrcholy trojúhelníku.
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Vrcholy trojúhelníku budeme ozna£ovat velkými tiskacími písmeny. Naopak malými
psacími písmeny budeme zna£it délky stran trojúhelníku, coº jsou délky spojnic dvou
vrchol· trojúhelníku. V trojúhelníku ABC tedy budeme pouºívat následující zna£ení:
|AB| = c, |BC| = a, |AC| = b.
Abychom mohli libovolný trojúhelník sestrojit, musí platit tzv. trojúhelníková nerov-
nost, tedy ºe sou£et libovolných dvou délek stran trojúhelníku je v¥t²í neº délka strany
zbývající. Tyto t°i nerovnosti jsou shrnuty v následující v¥t¥.
V¥ta 1. [19, str. 25] Úse£ky o délkách a, b, c jsou stranami trojúhelníku, práv¥ kdyº
platí
|b− c| < a < b+ c.
Podle velikostí stran d¥líme trojúhelníky na
- rovnostranné, které mají stejné délky v²ech t°í stran (a = b = c),
- rovnoramenné, které mají dv¥ strany stejn¥ dlouhé,
- r·znostranné, které mají r·zné délky stran (a ̸= b ̸= c).
V kaºdém trojúhelníku ABC lze ur£it t°i úhly a to ∠BAC,∠ABC,∠BCA, které
nazýváme vnit°ními úhly trojúhelníku ABC. Jejich velikosti budeme zna£it písmeny
malé °ecké abecedy (viz obrázek 1.1).
Podle velikostí vnit°ních úhl· d¥líme trojúhelníky na
- ostroúhlé práv¥ tehdy, kdyº v²echny úhly α, β, γ < 90◦,
- pravoúhlé práv¥ tehdy, kdyº velikost jednoho úhlu je rovna 90◦,
- tupoúhlé práv¥ tehdy, kdyº velikost jednoho úhlu je v¥t²í neº 90◦.
Nyní uvedeme n¥kolik vlastností, které budeme vyuºívat p°i ur£ování °e²itelnosti
daných konstruk£ních úloh.
V¥ta 2. Sou£et velikostí vnit°ních úhl· v trojúhelníku je roven 180◦.
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Obrázek 1.1: Zna£ení stran a úhl· v trojúhelníku
V¥ta 3. Proti del²í stran¥ v trojúhelníku leºí v¥t²í vnit°ní úhel, a naopak proti v¥t²ímu
vnit°nímu úhlu v trojúhelníku leºí del²í strana.
D·sledkem této v¥ty je, ºe proti shodným stranám v trojúhelníku leºí shodné
vnit°ní úhly.
1.2 T¥ºnice, vý²ka
Abychom mohli zadenovat pojem t¥ºnice, pot°ebujeme nejprve znát pojem st°ed
strany trojúhelníku.
Denice 9. St°ed strany AB trojúhelníku ABC je bod X ∈ AB, pro který platí
|AX| = |BX|.
To znamená, ºe v kaºdém trojúhelníku lze sestrojit t°i st°edy stran, které zna£íme
A1, B1, C1 po °ad¥ odpovídající stranám a, b, c.
Denice 10. [11, str. 72] Kaºdá úse£ka, jejíº krajními body jsou vrchol trojúhelníku
a st°ed jeho protilehlé strany, se nazývá t¥ºnice trojúhelníku.
V kaºdém trojúhelníku lze sestrojit t°i t¥ºnice, které budeme zna£it ta, tb, tc podle
vrcholu, který je jejich krajním bodem.
V¥ta 4. [21, str. 23] T¥ºnice v trojúhelníku procházejí týmº bodem.
Tento bod nazýváme t¥ºi²t¥ trojúhelníku a zna£íme ho T (viz obrázek 1.2). T¥ºi²t¥
trojúhelníku leºí vºdy uvnit° trojúhelníku a platí následující v¥ta.
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V¥ta 5. [21, str. 24] T¥ºi²t¥ trojúhelníku d¥lí kaºdou z t¥ºnic v pom¥ru 2:1, p°i£emº
del²í úsek leºí blíºe p°íslu²nému vrcholu trojúhelníku.
Obrázek 1.2: T¥ºi²t¥ trojúhelníku
Dále se budeme zabývat pojmem vý²ka trojúhelníku.
Denice 11. [18, str. 359] Úse£ka, jejímiº krajními body jsou vrchol trojúhelníku
a pata kolmice vedená tímto vrcholem k jeho prot¥j²í stran¥, se nazývá vý²ka troj-
úhelníku.
Obrázek 1.3: Vý²ky v trojúhelníku
V¥ta 6. [21, str. 26] Vý²ky v trojúhelníku procházejí týmº bodem, který nazýváme
ortocentrum.
Vý²ky p°íslu²né po °ad¥ stranám a, b, c v trojúhelníku zna£íme va, vb, vc, jim p°í-
slu²né paty ozna£íme A0, B0, C0 a ortocentrum O (viz obrázek 1.3).
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Ortocentrum na rozdíl od t¥ºi²t¥ nemusí leºet uvnit° trojúhelníku. V tupoúhlém
trojúhelníku leºí mimo trojúhelník a v pravoúhlém je shodné s vrcholem, u n¥hoº je
pravý úhel (viz obrázek 1.4).
Obrázek 1.4: Umíst¥ní ortocentra v r·zných trojúhelnících
Vzájemná poloha vý²ek a t¥ºnic se v r·zných typech trojúhelník· li²í. V rovno-
stranném trojúhelníku vý²ky a p°íslu²né t¥ºnice splynou, coº znamená, ºe splynou
i ortocentrum a t¥ºi²t¥. V rovnoramenném trojúhelníku splyne pouze vý²ka a t¥ºnice
vedené z vrcholu proti základn¥, ostatní jsou r·zné. Ortocentrum a t¥ºi²t¥ nesplývají,
ale leºí na vý²ce kolmé k základn¥.
1.3 Kruºnice opsaná a vepsaná
Libovolnému trojúhelníku lze vºdy opsat i vepsat kruºnici. Denici kruºnice uvedeme
v kapitole Konstruk£ní úlohy (viz denice 13).
Obrázek 1.5: Kruºnice trojúhelníku opsaná
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Kruºnice opsaná prochází v²emi vrcholy trojúhelníku. Její st°ed je pr·se£ík os stran
(viz denice 16) trojúhelníku, zna£íme ho S, a polom¥r r je roven délce spojnice libo-
volného vrcholu se st°edem S. Ilustrace kruºnice opsané je znázorn¥na na obrázku 1.5.
St°ed kruºnice opsané leºí v p°ípad¥ ostroúhlého trojúhelníku uvnit° trojúhelníku,
v tupoúhlém trojúhelníku vn¥ a v pravoúhlém trojúhelníku splývá se st°edem p°epony
(viz obrázek 1.6).
Obrázek 1.6: Umíst¥ní st°edu kruºnice opsané v r·zných trojúhelnících
Kruºnice vepsaná se dotýká v²ech stran trojúhelníku a to vºdy v jejich vnit°ních
bodech. Její st°ed je pr·se£ík os vnit°ních úhl· (viz denice 21) trojúhelníku, zna£íme
ho V , a polom¥r ρ je roven vzdálenosti st°edu kruºnice vepsané od libovolné strany
trojúhelníku (viz obrázek 1.7).
St°ed kruºnice vepsané leºí vºdy uvnit° daného trojúhelníku.
Obrázek 1.7: Kruºnice trojúhelníku vepsaná
V rovnostranném trojúhelníku splývá st°ed kruºnice vepsané se st°edem kruºnice




Ve vyu£ování geometrie na základních a st°edních ²kolách m¥ly konstruk£ní úlohy
vºdy d·leºité místo. V ²edesátých letech minulého století pod vlivem bourbakistických
tendencí do²lo k jejich vylou£ení z u£iva. V posledních letech se v²ak situace zm¥nila
a konstruk£ním úlohám se op¥t v¥nuje zvý²ená pozornost. Coº kvituje i Hejný, který
ve své publikaci [6, str. 327] vyjmenovává d·leºité aspekty konstruk£ních úloh, které
umoº¬ují ºák·v rozvoj. Konstruk£ní úlohy
• poskytují krásné motiva£ní úlohy, které podn¥cují zv¥davost ºák· a vedou je
k samostatnému objevování zákonitostí,
• ukazují ºákovi jasný cíl  sestrojte  na rozdíl od v¥t a d·kaz·, jejichº význam
a smysl bývá ºákovi nejasný,
• jsou p°irozeným mostem, po kterém mohou ºákovi p°edcházející manuální zku-
²enosti p°ejít do jeho geometrické struktury,
• ukazují, jak je moºné vyuºít teoretické poznatky v praxi,
• p°ispívají k interiorizaci pojm· a v¥t,
• rozvíjejí schopnost pochopení vztahu mezi teorií a praxí,
• jsou pro u£itele vhodným testovacím prost°edkem, pomocí kterého m·ºe dia-
gnostikovat kvalitu neformálních znalostí ºáka.
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Konstruk£ní úlohy jsou tedy nezbytnou sou£ástí matematiky, která rozvíjí ºákovi kom-
petence. P°esto jsou pro ºáky kritickou oblastí, kterou nedokáºí uchopit a mají pro-
blémy s porozum¥ním a pochopením celé problematiky.
2.1 Konstruk£ní úlohy v trojúhelníku a jejich postup
°e²ení
Nacházíme se v rovin¥ (ozna£me ji ρ), tedy v dvojrozm¥rném euklidovském prostoru,
kde jsou zadány ur£ité prvky a my máme pomocí pravítka a kruºítka sestrojit daný
útvar. V na²í práci se budeme soust°edit na úlohy konstrukce trojúhelníku. Zadány
musí být alespo¬ 3 prvky, které mají ur£ené kladné velikosti. Na úrovni st°ední ²koly se
jedná o strany, t¥ºnice, vý²ky, úhly a polom¥ry kruºnice opsané £i vepsané. Tyto prvky
mohou být v zadání nahrazeny vztahy mezi prvky, nap°íklad sou£tem délek dvou stran
trojúhelníku (a + b), nebo rozdílem délek strany a vý²ky (b − vc). Konstruovatelnost
trojúhelníku v²ak vºdy záleºí na kombinaci t¥chto prvk· pop°. vztah· mezi prvky.
P°i zvolení ur£ité kombinace t°í prvk·, nap°.: a, b, ρ, nebo va, tb, r, trojúhelník v eu-
klidovském prostoru sestrojit nelze. Neznamená to v²ak, ºe trojúhelník neexistuje, lze
ho sestrojit v jiném prostoru nebo za pouºití jiných pom·cek (nejen kruºítka a pra-
vítka). Dal²ím faktorem, který ovliv¬uje konstruovatelnost trojúhelníku, je znalost
konkrétní velikosti zadaných prvk·. M·ºe nastat p°ípad, ºe hledaný trojúhelník v·bec
neexistuje, protoºe v n¥m není spln¥na trojúhelníková nerovnost, nebo jiná vlastnost
existence trojúhelníku. P°íkladem m·ºe být trojice prvk· c, tc, α, které mají následující
velikosti c = 5 cm, tc = 2 cm a α = 60◦.
Ve st°edo²kolských u£ebnicích matematiky auto°i v¥t²inou nepouºívají ozna£ení
euklidovský prostor, dokonce ani nespecikují, co myslí pojmem pravítko. Vondra [22,
str. 93] vysv¥tluje pojem euklidovské konstrukce, jako konstrukce, kterou lze provést
pouze pomocí pravítka bez rysky a kruºítka. Pro zajímavost také uvádí tzv. masche-
rovské konstrukce, coº jsou konstrukce provedené pouze pomocí kruºítka. Ku°ina [11,
str. 183] uvádí souhrn úmluv, které máme vyuºívat p°i konstrukcích v euklidovském
prostoru:
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• Libovolný po£et bod· m·ºeme zvolit.
• Pomocí pravítka m·ºeme sestrojit p°ímku, která prochází danými dv¥ma body.
• Pomocí kruºítka m·ºeme sestrojit kruºnici, která má st°ed v daném bod¥ a pro-
chází dal²ím daným bodem, nebo má daný polom¥r.
• Jsou-li sestrojeny dva geometrické útvary, je sestrojen i jejich pr·nik, sjednocení
a rozdíl.
• Kaºdou z uvedených konstrukcí m·ºeme v libovolném (kone£ném) po£tu opako-
vat.
• šádné dal²í konstrukce nep°ipou²tíme.
Pravítko je tedy chápáno pouze jako pom·cka pro sestrojení p°ímek. Nejedná se tedy
o pravítko trojúhelníkové, s ryskou nebo jiné pomocné pravítko. V praxi v²ak ºáci vy-
uºívají k °e²ení konstruk£ních úloh nejen p°ímé pravítko a kruºítko, ale i trojúhelníkové
pravítko s ryskou nebo úhlom¥r. Zjednodu²í si tím nap°íklad rýsování kolmic, rovno-
b¥ºek £i úhl· dané velikosti. Bylo by ur£it¥ zajímavé zkoumat, zda ºáci st°edních ²kol
dokáºí vy°e²it n¥jakou konstruk£ní úlohu pouze pomocí p°ímého pravítka a kruºítka,
ale to není cílem této práce.
V u£ebnici [25, str. 183] auto°i upozor¬ují na fakt, ºe cílem konstruk£ní úlohy není
narýsování daného útvaru, ale vytvo°ení tohoto útvaru. Chápou rýsovací ná£iní jako
prost°edek k narýsování k°ivek, které jsou nezbytné k sestrojení hledaného útvaru.
Jsou jimi p°ímky a kruºnice. Podle této skute£nosti denují p°íslu²né úmluvy:
• P°ímku pokládáme za sestrojenou, jsou-li sestrojeny dva její body.
• Kruºnici pokládáme za sestrojenou, je-li její st°ed sestrojený bod a je-li její po-
lom¥r dán dv¥ma sestrojenými body.
• Bod pokládáme za sestrojený, je-li jím n¥který z výchozích bod· nebo je-li spo-
le£ným bodem dvou sestrojených základních k°ivek navzájem r·zných.
Pomocí kombinování t¥chto úkon·, a ºádných jiných, lze sestrojit hledaný útvar eukli-
dovskými konstrukcemi. Samoz°ejm¥ euklidovské konstrukce nejsou jediné, se kterými
se ºáci na st°ední ²kole setkají, ale tvo°í její podstatnou £ást.
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Pro ur£ení typ· konstruk£ních úloh neexistuje jednotná konvence, nej£ast¥ji jsou
v²ak d¥leny na polohové a nepolohové úlohy (viz [19, 100]). Polohové jsou ty,
u nichº je alespo¬ jeden zadaný prvek umíst¥n v rovin¥. P°i °e²ení takovéto úlohy
musíme nejd°íve sestrojit daný prvek a teprve potom, za pomoci zbývajících zadaných
prvk·, sestrojit hledaný trojúhelník. Naopak nepolohové konstruk£ní úlohy mají za-
dány prvky, ze kterých sestrojujeme hledaný trojúhelník, ale není zadána jejich poloha.
Závisí tedy pouze na rozhodnutí °e²itele, v jaké posloupnosti bude tyto prvky k °e²ení
úlohy vyuºívat.
Prvky konstruk£ní úlohy mohou být zadány konkrétními £íselnými hodnotami nebo
obecn¥ jako prvky s parametrem. P°i °e²ení obecných úloh p°edpokládáme v²echny
moºnosti parametru a existenci a po£et °e²ení ur£ujeme v závislosti na parametru.
Rýsování provádíme pro zvolené hodnoty jednotlivých prvk·. Jedná-li se v²ak o úlohu
s konkrétn¥ zadanými prvky, vyuºíváme tyto hodnoty p°i rýsování. e²ení tak odpo-
vídá p°esn¥ zadání úlohy.
e²ení konstruk£ní úlohy rozd¥lujeme do £ty° fází (rozbor, popis a provedení kon-
strukce, ov¥°ení správnosti  zkou²ka a diskuse °e²itelnosti s ur£ením po£tu °e²ení
úlohy). Toto rozd¥lení je typické pro v¥t²inu u£ebnic základních i st°edních ²kol v ƒeské
republice. My jsme £erpali z publikací [13] a [25].
1. Rozbor
P°edpokládáme, ºe hledaný trojúhelník existuje a lze ho sestrojit. Pro co nejlep²í
vizualizaci vyuºijeme ná£rt výsledného trojúhelníku a vyzna£íme do n¥ho zadané
prvky. Skrze n¥ a dal²í vlastnosti trojúhelníku analyzujeme danou geometrickou
situaci. Výsledkem rozboru je pak zápis, který obsahuje zd·vodn¥ní postupu, jak
hledaný trojúhelník sestrojit. K tomu lze vyuºít kombinaci symbolických zápis·
a slovního komentá°e.
2. Popis a provedení konstrukce
Tato fáze navazuje na rozbor a má dv¥ £ásti: popis konstrukce a samotnou kon-
strukci. V popisu konstrukce vycházíme ze záv¥r· rozboru a krok za krokem
popisujeme konstrukci trojúhelníku. Jedná se hlavn¥ o symbolický zápis jed-
notlivých konstruk£ních krok·, pomocí n¥hoº lze od zadaných geometrických
21
prvk· zkonstruovat hledaný trojúhelník daných vlastností. Pro kaºdý hledaný
bod zpravidla uvádíme dv¥ mnoºiny bod·, jejichº je pr·nikem. Podle sestave-
ného popisu konstrukce narýsujeme hledaný trojúhelník. P°i samotné konstrukci
se m·ºe stát, ºe pr·nik dvou mnoºin nevznikne jeden, ale dva nebo více. Pak
pokra£ujeme v konstrukci bu¤ se v²emi t¥mito body, nebo provedeme konstrukci
pouze s jedním bodem. To záleºí na dohod¥. Také m·ºe nastat situace, kdy dv¥
mnoºiny nebudou mít ºádný pr·nik. V tomto p°ípad¥ konstruk£ní úloha nemá
°e²ení a v konstrukci uº dále nepokra£ujeme.
3. Zkou²ka správnosti
M·ºe se stát, ºe námi narýsované trojúhelníky nevyhovují zadání úlohy, proto je
nutné provést kontrolu správnosti a takovéto trojúhelníky z °e²ení vylou£it. Po-
stupujeme tak, ºe procházíme jednotlivé kroky konstrukce a ov¥°ujeme, zda nedo-
²lo k poru²ení podmínek zadání. Zkou²ku lze v²ak vynechat, jak uvádí Leischner
[13, str. 4], pokud v rozboru provedeme zd·vodn¥ní správnosti a následná správ-
nost konstrukce je ur£ena jednozna£n¥. Také nám m·ºe pomoci diskuse o exis-
tenci °e²ení, která obsahuje podmínky (v£etn¥ d·kazu) pro hodnoty vyhovující
°e²ení úlohy.
4. Diskuse °e²itelnosti a po£tu °e²ení
D°íve neº budeme ur£ovat po£et °e²ení dané konstruk£ní úlohy je nutné zamys-
let se nad jeho existencí. Jedná-li se o úlohu zadanou konkrétními hodnotami,
existenci trojúhelníku prokáºe jeho narýsování. U úloh zadaných parametricky
musíme zanalyzovat kaºdý krok popisu konstrukce a ur£it jeho existenci a jed-
nozna£nost. To nám umoºní ur£it podmínky °e²itelnosti dané úlohy.
Po£et °e²ení konstruk£ních úloh nemá jednotná pravidla, proto lze u r·zných
autor· nalézt odli²né po£ty °e²ení totoºné konstruk£ní úlohy. My budeme v na²í
práci vyuºívat pravidlo, ºe po£et °e²ení je dán po£tem v²ech vyhovujících r·z-
ných °e²ení dané úlohy. Navíc budeme rozli²ovat, o jaký typ úlohy se jedná.
U polohových úloh, kde je dáno umíst¥ní n¥jakého prvku v rovin¥, zapo£ítáme
do °e²ení v²echny trojúhelníky, které jsou r·zné, tedy nejsou totoºné. U nepolo-
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hových úloh jsou °e²ením jen ty trojúhelníky, které nejsou shodné.
Jedná-li se o úlohu parametrickou, musíme provést záv¥re£nou diskusi po£tu °e-
²ení, tedy v závislosti na volb¥ parametru zadaných prvk· ur£íme po£et °e²ení.
Pro p°ehlednost m·ºeme výsledky uspo°ádat do jednoduché tabulky.
2.2 Mnoºiny bod· dané vlastnosti a jejich konstrukce
Konstruk£ní úlohy v trojúhelníku lze °e²it r·znými metodami, nap°.: pomocí shodných
zobrazení, pomocí algebraického výpo£tu, vyuºitím podobnosti. Ve výzkumu na²í práce
se budeme zabývat konstrukcemi trojúhelník· p°i vyuºití mnoºin bod· dané vlastnosti,
proto je nyní p°edstavíme. Vyuºijeme k tomu konkrétní konstruk£ní úlohy, na kterých
zárove¬ demonstrujeme postup p°i jejich °e²ení.
Jednotlivé úlohy jsme vybrali z publikací [5], [8] a [19].
Mnoºinou bod· dané vlastnosti rozumíme v²echny body euklidovské roviny ρ, které
spl¬ují danou vlastnost a zárove¬ musí platit, ºe ºádný jiný bod roviny ρ danou vlast-
nost nespl¬uje.
Denice 12. [19, str. 90] MnoºinaM v²ech bod· roviny ρ, které mají danou vlastnost,
je mnoºina v²ech bod·, pro kterou sou£asn¥ platí:
1. Kaºdý bod mnoºiny M má danou vlastnost.
2. Kaºdý bod roviny ρ, který má danou vlastnost, pat°í do mnoºiny M .
V této práci uvedeme pouze ty mnoºiny bod· dané vlastnosti, které se objevují
v u£ebnicích st°edních ²kol, konkrétn¥ v u£ebnici [19].
2.2.1 Kruºnice
Denice 13. [2, str. 64] Kruºnice je mnoºina v²ech bod· roviny ρ, které mají od
pevného bodu S danou vzdálenost r.
Kruºnice je zárove¬ mnoºinou v²ech st°ed· kruºnic, které mají polom¥r r a pro-
cházejí bodem S ([18, str. 408]).
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Bod S nazýváme st°ed kruºnice a r jejím polom¥rem. Libovolné body A,B, které
leºí na kruºnici, rozd¥lí kruºnici na dva tzv. kruºnicové oblouky, které se rovnají,
pokud úse£ka AB prochází st°edem kruºnice. Pak tyto oblouky nazýváme p·lkruºnice.
Symbolický zápis kruºnice:
k(S; r) = {X ∈ ρ : |XS| = r}.
Konstrukci kruºnice provádíme pomocí kruºítka, díky n¥muº opí²eme kolem daného
st°edu S k°ivku o polom¥ru r.
Je²t¥ neº p°edstavíme úlohu, která demonstruje pouºití kruºnice v °e²ení kon-
struk£ní úlohy, zadenujeme pojmy st°edový a obvodový úhel, které budeme v ná-
sledujících £ástech na²í práce pot°ebovat zejména p°i d·kazech n¥kterých tvrzení.
Obrázek 2.1: Kruºnice, st°edový a obvodový úhel
Denice 14. [19, str. 59] Úhel, jehoº vrcholem je st°ed S kruºnice k a ramena pro-
cházejí krajními body oblouku A,B (A,B ∈ k) kruºnice k, se nazývá st°edový úhel
p°íslu²ný k tomu oblouku AB, který v tomto úhlu leºí (viz obrázek 2.1).
Denice 15. [19, str. 60] Kaºdý úhel ∠AV B, jehoº vrchol V je bodem kruºnice k a ra-
mena procházejí krajními body oblouku AB (A,B ∈ k) kruºnice k (V ̸= A, V ̸= B),
se nazývá obvodový úhel p°íslu²ný k tomu oblouku AB, který v tomto úhlu leºí (viz
obrázek 2.1).
V¥ta 7. [19, str. 61] Velikost st°edového úhlu je rovna dvojnásobku velikosti obvodo-
vého úhlu p°íslu²nému k témuº oblouku.
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Úloha 1. Je dána úse£ka BC (|BC| = 4 cm). Sestrojte v²echny trojúhelníky ABC,
pro které platí: b = 2 cm, β = 30◦.
e²ení: Jedná se o polohovou úlohu, tedy za£neme umíst¥ním úse£ky BC do ro-
viny.
Rozbor: (viz obrázek 2.2)
Úse£ka BC je dána, zbývá nám nalézt bod A. Ten leºí na mnoºin¥ v²ech bod· ro-
viny, které mají od bodu C vzdálenost b, tedy leºí na kruºnici se st°edem v bod¥ C
a polom¥rem b. Vrchol A je zárove¬ bodem polop°ímky
−−→
BY , která je jedním ramenem
úhlu ∠CBY o velikosti β.
Obrázek 2.2: Ná£rt k úloze 1
Na²e úvahy lze zapsat zkrácen¥ a pomocí symboliky následujícím zp·sobem:
1) Sestrojíme úse£ku BC.
2) A ∈ k(C, b) ∧ A ∈
−−→
BY , kde |∠CBY | = β.
Popis konstrukce:
1. BC; |BC| = 4 cm
2.
−−→
BY ; |∠CBY | = 30◦





Zkou²ka: V²echny body konstrukce vyhovují zadaným podmínkám, konstrukce je tedy
správná. Existence trojúhelníku je prokázána konstrukcí trojúhelníku na obrázku 2.3.
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Obrázek 2.3: Konstrukce úlohy 1
Po£et °e²ení: U této polohové úlohy s konkrétn¥ zadanými prvky závisí po£et °e²ení
na po£tu pr·se£ík· polop°ímky
−−→
BY a kruºnice k. Z obrázku 2.3 je z°ejmé, ºe úloha





Denice 16. [19, str. 90] Osa úse£ky AB (viz obrázek 2.4) je mnoºina v²ech bod·
roviny ρ, které mají od daných bod· A,B stejnou vzdálenost.
Denici lze zapsat symbolicky
o = {X ∈ ρ : |XA| = |XB|}, kde A ̸= B.
Tvrzení 1. Osa úse£ky AB je p°ímka kolmá k úse£ce AB a vede jejím st°edem.
D·kaz. Zvolme bod S, který je st°edem úse£ky AB a bod X ̸= S, pro který platí
|AX| = |BX| (viz obrázek 2.4). Aby tvrzení platilo musíme dokázat, ºe
1. libovolný bod X, pro který platí |AX| = |BX|, leºí na p°ímce kolmé k AB,
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Obrázek 2.4: Osa úse£ky
2. pro kaºdý bod Y , který leºí na kolmici XS platí, ºe |AY | = |BY |.
Z denice 16 vyplývá, ºe trojúhelník ABX je rovnoramenný. Pak trojúhelníky AXS
a BXS jsou shodné (|AS| = |BS|, |AX| = |BX|, |∠XAS| = |∠XBS|). Z v¥ty 2 pro
trojúhelník ABX platí, ºe
|∠XAS|+ |∠XBS|+ |∠AXS|+ |∠BXS| = 180◦
2 · |∠XAS|+ 2 · |∠AXS| = 180◦ / : 2
|∠XAS|+ |∠AXS| = 90◦
⇒ |∠ASX| = 90◦.
Trojúhelníky AXS a BXS jsou tedy pravoúhlé, proto je úse£ka XS kolmá na úse£-
ku AB.
Leºí-li Y na kolmici k úse£ce AB vedené bodem S, pak jsou trojúhelníky ASY a BSY
pravoúhlé a shodné (|AS| = |BS|, |∠ASY | = |∠BSY | a stranu SY mají spole£nou).
Ze shodnosti vyplývá, ºe i |AY | = |BY |. Bod Y je tedy bodem osy úse£ky AB.
V trojúhelníku ABC lze sestrojit osu ke kaºdé jeho stran¥. Tyto osy budeme zna£it
oa, ob, oc podle strany, ke které osu sestrojujeme.
Osu úse£ky m·ºeme chápat téº jako mnoºinu v²ech st°ed· kruºnic, které procházejí
danými dv¥ma r·znými body A,B [18, str. 409].
KONSTRUKCE: (viz obrázek 2.5)
1. Narýsujeme úse£ku AB.
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2. Sestrojíme kruºnici k se st°edem v bod¥ A a libovolným polom¥rem v¥t²ím neº
polovina délky úse£ky AB.
3. Sestrojíme kruºnici k′ se st°edem v bod¥ B a stejným polom¥rem jako kruºnice k.
4. Pr·se£íky obou kruºnic ozna£íme P, P ′.
5. Sestrojíme p°ímku o, která prochází body P, P ′.
Sestrojená p°ímka o je pak konstruovanou osou úse£ky AB.
Obrázek 2.5: Konstrukce osy úse£ky
Úloha 2. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno a+ b, c, α.
e²ení: Úloha je nepolohová, proto nejprve jeden ze zadaných prvk· umístíme do
roviny. Zadání neobsahuje konkrétní £íselné hodnoty, budeme v záv¥ru provád¥t dis-
kusi °e²itelnosti.
Rozbor: (viz obrázek 2.6)
Pro konstrukci trojúhelníkuABC vyuºijeme konstrukce pomocného trojúhelníkuABD
(|AD| = a+ b, |AB| = c, |∠DAB| = α). Hledaný bod C leºí na p°ímce
←→
AD a zárove¬
na ose úse£ky BD, protoºe trojúhelník BDC je rovnoramenný. Symbolický zápis:
1) Sestrojíme úse£ku |AD| = a+ b.
2) Vrchol B ∈ k(A, c) ∧ B ∈
−→
AY ; |∠DAY | = α.
3) Vrchol C ∈
←→
AD ∧ C ∈ o = {X ∈ ρ : |XD| = |XB|}.
Popis konstrukce:
1. AD; |AD| = a+ b
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Obrázek 2.6: Ná£rt k úloze 2
2. k; k(A, c)
3.
−→
AY ; |∠DAY | = α
4. B; B ∈
−→
AY ∩ k
5. o; o = {X ∈ ρ : |XD| = |XB|}




Obrázek 2.7: Konstrukce úlohy 2
Diskuse: Abychom mohli trojúhelník sestrojit (viz obrázek 2.7), musí platit, ºe vr-
choly A,B, a C jsou nekolineární. Protoºe v²ak pro zadaný úhel α obecn¥ platí, ºe
0◦ < α < 180◦, vrcholy nikdy nebudou kolineární.
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Dále se zam¥°íme na polohu pr·se£íku C osy o s p°ímkou
←→
AD. Leºí-li pr·se£ík C
mimo úse£ku AD nastane jedna ze situací na obrázku 2.8. V p°ípad¥
a) není spln¥na podmínka, ºe |∠CAB| = α,
b) platí, ºe |AC| > |AD|, tedy b > a+ b, coº není pravda.
Pr·se£ík C nem·ºe leºet ani v krajních bodech úse£ky AD, nebo´ C ̸= A (ko-
lineárnost vrchol·) ani C ̸= D, protoºe pak by |AC| = |AD|, tedy b = a + b, coº
neplatí.
Pr·se£ík C bude tedy vºdy leºet uvnit° úse£ky AD, takºe jedinou podmínkou pro
zadané prvky je nerovnost a+ b > c (dle v¥ty 1).
Obrázek 2.8: Diskuse úlohy 2
Po£et °e²ení: Tato úloha je nepolohová na rozdíl od úlohy 1. P°i rýsování 3. kroku
konstrukce m·ºeme zvolit, jestli úhel α narýsujeme ve sm¥ru hodinových ru£i£ek £i
proti sm¥ru, nebo´ oba sestrojené trojúhelníky budou shodné (osov¥ soum¥rné), coº
nezm¥ní po£et °e²ení úlohy. To v²ak neplatí obecn¥ a je d·leºité u kaºdé obdobné úlohy
tuto diskusi provést.
Úloha má práv¥ jedno °e²ení, pokud platí podmínka °e²itelnosti ur£ená v diskusi.
2.2.3 Ekvidistanta p°ímky
Denice 17. [19, str. 91] Ekvidistanta p°ímky a je mnoºina v²ech bod· roviny ρ, které
mají od dané p°ímky a danou vzdálenost d > 0.
Tvrzení 2. [19, str. 91] Ekvidistanta p°ímky a je dvojice p°ímek p, p′ rovnob¥ºných
s p°ímkou a, leºících v opa£ných polorovinách ur£ených p°ímkou a ve vzdálenosti d od
ní.
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D·kaz. Je dána p°ímka a a kladná vzdálenost d. Celý d·kaz budeme °e²it pouze v jedné
zvolené polorovin¥ s hrani£ní p°ímkou a, v opa£né polorovin¥ by se v²e °e²ilo analogicky.
Zvolme bod S, pro který platí |Sa| = d, a ozna£me Sa jeho pravoúhlý pr·m¥t na
p°ímku a (viz obrázek 2.9). Chceme dokázat, ºe
1. libovolný bodX, pro který platí |Xa| = d, leºí na p°ímce p procházející bodem S,
která je s p°ímkou a rovnob¥ºná,
2. pro kaºdý bod Y , který leºí na p°ímce p, která je rovnob¥ºná s p°ímkou a, platí,
ºe |Y a| = d.
Obrázek 2.9: Ekvidistanta p°ímky a
V 1. bod¥ p°edpokládáme, ºe bod X má danou vzdálenost d od p°ímky a (jeho pra-
voúhlý pr·m¥t na p°ímku a ozna£íme Xa). Dále p°edpokládáme, ºe bod X leºí ve
stejné polorovin¥ s hrani£ní p°ímkou a jako bod S. Chceme dokázat, ºe p°ímka
←→
SX je
rovnob¥ºná s p°ímkou a. Trojúhelníky SaXXa, XSaS jsou shodné, nebo´ stranu XSa
mají spole£nou, |∠XXaSa| = |∠SaSX| = 90◦ a |XXa| = |SaS| = d. To znamená,
ºe £ty°úhelník SaSXXa je obdélník nebo £tverec (v²echny úhly jsou pravé), a proto





Ozna£me Ya pravoúhlý pr·m¥t bodu Y na p°ímku a (úse£ka Y Ya je kolmá k p°ímce a).




YaSa, a proto jsou trojúhelníky Y SaS, SaY Ya shodné.
Mají spole£nou stranu Y Sa, |∠Y SSa| = |∠SaYaY | = 90◦ a z vlastnosti shodných úhl·
dvou rovnob¥ºek pro´atých p°í£kou platí, ºe |∠SaY S| = |∠Y SaYa|. Pak se musí rovnat
i délky stran Y Ya, SSa a platí, ºe d = |SSa| = |Y Ya|.
Tím je tedy dokázáno, ºe p°ímka p je £ástí ekvidistanty, která leºí ve vzdálenosti d od
p°ímky a.
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Symbolický zápis ekvidistanty p°ímky:
p ∪ p′ = {X ∈ ρ; |Xa| = d}.
Tyto dv¥ rovnob¥ºky p, p′ jsou zárove¬ mnoºinou v²ech st°ed· kruºnic, které se
dotýkají p°ímky a a mají polom¥r d.
KONSTRUKCE: (viz obrázek 2.10)
1. Sestrojíme p°ímku a a na ní bod A.
2. Sestrojíme kolmici q k p°ímce a v bod¥ A.
3. Sestrojíme kruºnici k se st°edem v bod¥ A a polom¥rem d.
4. Pr·se£íky kruºnice k a kolmice q ozna£íme P, P ′.
5. Sestrojíme rovnob¥ºky p, p′ s p°ímkou a procházející body P, P ′.
P°ímky p, p′ jsou pak ekvidistantami p°ímky a.
Obrázek 2.10: Konstrukce ekvidistanty p°ímky
Úloha 3. Sestrojte trojúhelníkABC, pro který platí γ = 75◦, va = 3, 5 cm, r = 2, 5 cm,
kde r je polom¥r kruºnice opsané.
Na této nepolohové úloze budeme demonstrovat, jak se li²í postupy °e²ení úlohy
v závislosti na výb¥ru umíst¥ní jednoho zadaného prvku do roviny. Celkový po£et
°e²ení úlohy se v²ak nezm¥ní. Navíc na úloze ukáºeme d·leºitost provád¥ní zkou²ky.
e²ení A: Zvolíme umíst¥ní úhlu ∠ZCY (|∠ZCY | = γ) do roviny.
Rozbor: (viz obrázek 2.11)
Vrchol A leºí na polop°ímce
−→




vzdálenost je rovna velikosti va. Pro ur£ení vrcholu B musíme nejprve sestrojit kruºnici
trojúhelníku ABC opsanou. Její st°ed S leºí na ose o úse£ky AC a na kruºnici l(A, r).
Zbývající vrchol B je pak pr·se£íkem kruºnice opsané s polop°ímkou
−−→
CY (B ̸= C).
Symbolicky:
1) Zvolíme úhel ∠ZCY , kde |∠ZCY | = γ.
2) Vrchol A ∈
−→
CZ ∧ A ∈M ;M = {X ∈ ρ : |X
←→
CY | = va} = p1 ∪ p2.
3) St°ed kruºnice opsané S ∈ o; o = {X ∈ ρ : |AX| = |CX|} ∧ S ∈ l; l(A, r).
4) Zbývající vrchol B ∈
−−→
CY ∧B ∈ k; k(S, r).
Obrázek 2.11: Ná£rt k úloze 3 (°e²ení A)
Popis konstrukce:
1. ∠ZCY ; |∠ZCY | = 75◦
2. p; p = {X ∈ ρ : |X
←→




4. o; o = {X ∈ ρ : |XA| = |XC|}
5. l; l(A, 2, 5 cm)
6. S;S ∈ o ∩ l
7. k; k(S, 2, 5 cm)





Obrázek 2.12: Konstrukce úlohy 3 (°e²ení A)
Zkou²ka: Úhel ∠ZCY a p°ímky p1, p2 jsou dány jednozna£n¥. Pr·se£ík A lze se-
strojit práv¥ jeden, nebo´ polop°ímka
−→
CZ má sv·j po£átek v pásu mezi rovnob¥ºkami
p1, p2, a proto protne pouze jednu z nich. Naopak pr·se£íky osy úse£ky o s kruºnicí l
sestrojíme práv¥ dva, a tedy vzniknou i dv¥ kruºnice trojúhelníku opsané k, k′. Pro
vrchol B v²ak platí, ºe musí leºet na polop°ímce
−−→
CY . A tu jedna z kruºnic opsaných k
protíná pouze v bod¥ C, tedy v tomto p°ípad¥ nelze sestrojit bod B ̸= C.
Diskuse a po£et °e²ení: Protoºe sestrojíme pouze jeden vrchol B, má úloha p°i daných
hodnotách zadaných prvk· práv¥ 1 °e²ení (viz obrázek 2.12).
e²ení B: Zvolíme umíst¥ní úse£ky AA0 do roviny.
Rozbor: (viz obrázek 2.13)
Nejprve sestrojíme trojúhelník AA0C a to tak, ºe k úse£ce AA0 v bod¥ A0 zkonstru-
ujeme kolmici p a kruºnicové oblouky k1, k2, pro které platí, ºe k1 ∪ k2 = {X ∈ ρ :
|∠AXA0| = γ}. Bod C je pak pr·se£íkem kruºnicových oblouk· s kolmicí p. (Tyto pr·-
se£íky vzniknou dva.) Dále postupujeme jako u °e²ení A, kdy st°ed kruºnice opsané je
pr·se£íkem kruºnice se st°edem v bod¥ A a polom¥rem r = 2, 5 cm a osy o úse£ky AC.
Po sestrojení kruºnic trojúhelníku opsaných, je vrchol B pr·se£íkem této kruºnice
a p°ímky p.
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Obrázek 2.13: Ná£rt k úloze 3 (°e²ení B)
Popis konstrukce:
1. AA0; |AA0| = 3, 5 cm
2. p; p ⊥ AA0 ∧ A0 ∈ p
3. k; k = {X ∈ ρ : |∠AXA0| = 75◦}
4. C; C ∈ p ∩ k
5. o; o = {X ∈ ρ : |XA| = |XC|}
6. l; l(A, 2, 5 cm)
7. S;S ∈ o ∩ l
8. h; h(S, 2, 5 cm)
9. B;B ∈ k ∩ p ∧B ̸= C
10. △ABC
Zkou²ka: Rýsováním podle postupu konstrukce sestrojíme 4 trojúhelníky ABC,AB′C ′,
AB1C a AB′1C
′, av²ak pouze dva z nich odpovídají podmínkám daným zadáním této
úlohy. Trojúhelníky ABC,AB′1C
′ nespl¬ují podmínku γ = 75◦, tedy je nelze po£ítat
do °e²ení této úlohy.
Diskuse a po£et °e²ení: Protoºe je úloha nepolohová, bude mít 1 °e²ení, i kdyº rýsová-
ním vzniknou 2 shodné trojúhelníky AB′C ′, AB1C (viz obrázek 2.14).
e²ení C: Zvolíme umíst¥ní kruºnice k(S, r) opsané trojúhelníku ABC do roviny.
Rozbor: (viz obrázek 2.15)
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Obrázek 2.14: Kostrukce úlohy 3 (°e²ení B)
Body A,B zvolíme na kruºnici k tak, aby platilo, ºe |∠ASB| = 2γ (vyuºijeme v¥ty
o obvodovém a st°edovém úhlu  viz v¥ta 7). Bod A0 leºí na kruºnici h(A, va) a zá-
rove¬ na Thaletov¥ kruºnici nad úse£kou AB. Zbývající vrchol C je pr·se£íkem polo-
p°ímky
−−→
BA0 s kruºnicí k. Symbolicky:
1) Sestrojíme kruºnici k(S, r).
2) Vrchol A zvolíme libovoln¥ na kruºnici k.
3) Vrchol B ∈ k ∧ |∠ASB| = 2γ.
4) Bod A0 ∈ h(A, va) ∧ A0 ∈ τAB.
5) Vrchol C ∈ k ∩
−−→
BA0.
Obrázek 2.15: Ná£rt k úloze 3 (°e²ení C)
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Popis konstrukce:
1. k; k(S, 2, 5 cm)
2. A; A ∈ k
3. B; B ∈ k ∧ |∠ASB| = 150◦
4. h; h(A, 3, 5 cm)
5. τAB
6. A0; A0 ∈ h ∩ τAB




Obrázek 2.16: Konstrukce úlohy 3 (°e²ení C)
Zkou²ka: Podle obrázku 2.16 sestrojíme 2 °e²ení, ale trojúhelník ABC ′ nespl¬uje za-
dané podmínky, nebo´ úhel γ ̸= 75◦. Je tedy nutné ho z po£tu °e²ení této úlohy
vy°adit.
Poznámka: Ur£ením polohy kruºnice k (1. bod konstrukce) lze sestrojit nekone£n¥
mnoho °e²ení. Aº volba bodu A na kruºnici omezí po£et °e²ení na kone£ný po£et.
Po£et °e²ení: Protoºe je úloha nepolohová, má pouze 1 °e²ení, i kdyº lze sestrojit dva
r·zné vrcholy B (podle 3. bodu v popisu konstrukce). To platí obecn¥, nebo´ te£ny
z bodu B ke kruºnici h vedou opa£nými polorovinami ohrani£enými p°ímkou
←→
AB
(bod A je totiº vnit°ním bodem kruºnice h a bod B vn¥j²ím). Sestrojené trojúhelníky
ABC a AB1C1 jsou shodné.
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2.2.4 Osa pásu
Denice 18. [19, str. 94] Mnoºina v²ech bod·, které mají stejnou vzdálenost od dvou
daných rovnob¥ºek a, b (a ̸= b), je osa o pásu (a, b).
Osu pásu lze symbolicky zapsat
o = {X ∈ ρ : |Xa| = |Xb|}.
Jedná se téº o mnoºinu st°ed· v²ech kruºnic, které se dotýkají daných rovnob¥ºek.
Tvrzení 3. Osa pásu o je p°ímka, která je rovnob¥ºná s danými p°ímkami a, b. Navíc
osa pásu d¥lí vzdálenost p°ímek a, b na poloviny.
D·kaz. Zvolme bod S, pro který platí, ºe |Sa| = |Sb|, a ozna£me jeho pravoúhlé
pr·m¥ty na p°ímky a, b po °ad¥ Sa, Sb (viz obrázek 2.17). P°ímka
←−→
SaSb je kolmá k p°ím-
kám a, b. Chceme dokázat, ºe
1. libovolný bod X, pro který platí |Xa| = |Xb|, leºí na p°ímce o procházející
bodem S a rovnob¥ºné s p°ímkami a, b,
2. pro kaºdý bod Y , který leºí na p°ímce o, (S ∈ o), která je zárove¬ rovnob¥ºná
s p°ímkami a, b, platí, ºe |Y a| = |Y b|.
V 1. bod¥ p°edpokládáme, ºe bod X ̸= S je stejn¥ vzdálen od obou p°ímek a, b
(ozna£me p°íslu²né pravoúhlé pr·m¥ty Xa, Xb). P°ímka
←−−→
XaXb je kolmá k p°ímkám
a, b, protoºe p°ímky a, b jsou rovnob¥ºné. ƒty°úhelník SXXaSa je obdélník nebo £tve-
rec (má v²echny vnit°ní úhly pravé). Z toho vyplývá, ºe |XaXb| = |SaSb| a body X
a S jsou st°edy t¥chto úse£ek. Vzniklé trojúhelníky XaXS, SSaXa jsou tedy shodné,
nebo´ mají spole£nou stranu XSa, |SaS| = |XXa| a |∠SXXa| = |∠XaSaS| = 90◦
(to vyplývá z kolmosti XXa a SSa k p°ímce a). Analogicky dokáºeme rovnob¥ºnost
p°ímky o s p°ímkou b.
Ve 2. bod¥ zna£me pravoúhlé pr·m¥ty bodu Y ̸= S (leºícího na p°ímce o) na p°ímky
a, b po °ad¥ Ya, Yb. Ve £ty°úhelníku SY YaSa jsou úse£ky SY a SaYa rovnob¥ºné. Pokud
tento £ty°úhelník protneme p°ímkou
←→
SYa, dostaneme dva shodné trojúhelníky SY Ya,
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SaYa a |∠SSaYa| = |∠YaY S| = 90◦ s vyuºitím znalosti
o kolmosti pravoúhlých pr·m¥t·). Tedy platí, ºe |SSa| = |Y Ya|. Po provedení analogic-
kého postupu ve £ty°úhelníku SY YbSb získáme rovnost |SSb| = |Y Yb|. Spojením této
informace s p°edpokladem |SSa| = |SSb| platí, ºe |Y Ya| = |Y Yb|. Libovolný bod Y ,
který leºí na p°ímce o, je tedy stejn¥ vzdálen od obou rovnob¥ºných p°ímek a, b a tedy
p°ímka o je s t¥mito p°ímkami rovnob¥ºná.
Obrázek 2.17: Osa pásu dvou rovnob¥ºek
KONSTRUKCE: (viz obrázek 2.18)
1. Je dána dvojice rovnob¥ºných p°ímek a, b.
2. Sestrojíme libovolnou kolmici p k p°ímkám a, b a její pr·se£íky s p°ímkami ozna-
£íme po °ad¥ A,B.
3. Sestrojíme kruºnici k se st°edem v bod¥ A a libovolným polom¥rem v¥t²ím neº
polovina úse£ky AB.
4. Sestrojíme kruºnici k′ se st°edem v bod¥ B a stejným polom¥rem jako u kruº-
nice k.
5. Sestrojíme p°ímku o, která prochází pr·se£íky kruºnic k, k′.
P°ímka o jsou pak osou pásu a, b.
V konstruk£ních úlohách v trojúhelníku se osa pásu tém¥° nevyuºívá, proto jsme
zvolili úlohu na konstrukci kruºnice. Protoºe p°i °e²ení této úlohy vyuºijeme mnoºinu
bod·, o které jsme se doposud nezmínili, uvedeme její denici p°ed °e²ením úlohy.
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Obrázek 2.18: Konstrukce osy pásu dvou rovnob¥ºek
Denice 19. [10] Mnoºina st°ed· v²ech kruºnic, které se dotýkají dané kruºnice k (se
st°edem S a polom¥rem r > 0) a mají daný polom¥r d > 0, se nazývá ekvidistanta
kruºnice k.
Tvrzení 4. [19, str. 96] Ekvidistanta kruºnice k(S, r), kde r ̸= d, je dvojice kruºnic
l, l′ soust°edných s kruºnicí k o polom¥rech r + d a |r − d|.
D·kaz. Je dána kruºnice k se st°edem S a nenulovým polom¥rem r a kladná vzdále-
nost d (viz obrázek 2.19). D·kaz provedeme pouze pro kruºnici l s polom¥rem r + d
(pro kruºnici l′ s polom¥rem |r − d| by se d·kaz provedl analogicky). P°edpokládáme
tedy, ºe kruºnice l leºí vn¥ kruºnice k. Chceme dokázat, ºe
1. libovolný bod X, pro který platí, ºe |XS| = r + d, leºí na kruºnici l, která je
s kruºnicí k soust°edná,
2. pro libovolný bod Y , který leºí na kruºnici l soust°edné s kruºnicí k, kde vzdá-
lenost kruºnice je rovna d, platí |Y S| = r + d.
V obou p°ípadech vyuºijeme denici kruºnice (13). V první implikaci víme, ºe mnoºina
v²ech bod· X, které mají od pevného bodu S stejnou vzdálenost (r + d), leºí na
kruºnici. Ozna£me ji l. Ta je v²ak s kruºnicí k soust°edná, nebo´ mají stejný st°ed S
a odli²ný polom¥r.
V obrácené implikaci z p°edpokladu, ºe bod Y ∈ l, která je soust°edná s kruºnicí k,
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platí, ºe ob¥ kruºnice mají stejný st°ed S. Protoºe jejich vzdálenost je rovna d, pak
polom¥r kruºnice l je roven r + d, a tedy pro bod Y platí, ºe |Y S| = r + d.
Obrázek 2.19: Ekvidistanta kruºnice
Úloha 4. Jsou dány dv¥ r·zné rovnob¥ºné p°ímky a, b a kruºnice k(O, r), která ob¥
rovnob¥ºky protíná. Sestrojte kruºnici, která se dotýká p°ímek a, b a s kruºnicí k má
vnit°ní dotyk.
e²ení: Úloha je zadána obecn¥, ale je dáno umíst¥ní zadaných prvk· v rovin¥.
Rozbor: (viz obrázek 2.20)
St°ed S hledané kruºnice h leºí na ose pásu p°ímek a, b, a zárove¬ na £ásti ekvi-
distanty h kruºnice l, která má polom¥r r − 1
2
|ab|.
Obrázek 2.20: Ná£rt k úloze 4
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Popis konstrukce:
1. a, b; a ∥ b
2. O, k; k(O, r), kde r > 1
2
|ab|
3. o; o = {X ∈ ρ : |Xa| = |Xb|}
4. l; l(O, r − 1
2
|ab|)




Obrázek 2.21: Konstrukce úlohy 4
Po£et °e²ení a diskuse: Ze zadání víme, ºe kruºnice k protíná ob¥ p°ímky. Z toho
vyplývá, ºe r > 1
2
|ab| a zárove¬ alespo¬ jedna ze vzdáleností |Oa|, nebo |Ob| je v¥t²í
nebo rovna neº 1
2
|ab|.
Zvolme tedy situaci r > |Ob| > 1
2
|ab|. Pak |Oo| = |Ob| − 1
2
|ab| < r − 1
2
|ab|, a tedy
h(O, r − 1
2
|ab|) protne osu o ve dvou bodech. St°ed O a kruºnice h tedy vºdy existují
a úloha má vºdy 2 °e²ení (viz obrázek 2.21). Situace, kdy r > |Oa|, by se dokázala
analogicky.
2.2.5 Osa úhlu
Nejprve zadenujeme pojem osa dvou r·znob¥ºných p°ímek, protoºe tento pojem je
obecn¥j²í a p°i °e²ení konstruk£ních úloh nedojde k opomenutí n¥jakého °e²ení, a aº
poté zadenujeme osu daného úhlu.
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Denice 20. [25, str. 160] Nech´ jsou a, b r·znob¥ºné p°ímky. Nech´ xa je vzdálenost
bodu X od p°ímky a, xb vzdálenost bodu X od p°ímky b. Mnoºina v²ech bod· X
takových, ºe xa = xb, se nazývá osa r·znob¥ºných p°ímek a, b (viz obrázek 2.22).
Obrázek 2.22: Osy dvou r·znob¥ºných p°ímek
Tvrzení 5. Osou r·znob¥ºných p°ímek a, b je dvojice p°ímek o1, o2, které p·lí £ty°i
úhly ur£ené p°ímkami a, b.
D·kaz. Ozna£me V pr·se£ík p°ímek a, b. Chceme dokázat, ºe
1. libovolný bod X ̸= V , pro který platí, ºe xa = xb, leºí na jedné z p°ímek o1, o2,
2. pro kaºdý bod Y ̸= V , který leºí na p°ímce oa(nebo ob), platí ya = yb.
Trojúhelníky V XXa a V XXb, kde Xa, Xb jsou p°íslu²né kolmé pr·m¥ty bodu X
k p°ímkám a, b, jsou shodné podle v¥ty (Ssu), úse£ku V X, která je p°eponou obou troj-
úhelník·, mají spole£nou, z p°edpokladu víme, ºe xa = xb, a |∠V XaX| = |∠V XbX|
(viz obrázek 2.22). Tedy platí i rovnost úhl· ∠XVXa a ∠XVXb. Bod X proto leºí na
p°ímce, která p·lí p°íslu²ný úhel.
Nech´ Y je libovolným bodem p°ímky o1, coº je p°ímka p·lící úhel p°ímek a, b, a Ya, Yb
jsou p°íslu²né kolmé pr·m¥ty bodu Y k p°ímkám a, b. Sestrojené trojúhelníky V Y Ya,
V Y Yb jsou shodné, protoºe |∠Y V Ya| = |∠Y V Yb|, |∠V YaY | = |∠V YbY | a stranu V Y
mají spole£nou. Ze shodnosti vyplývá, ºe i ya = yb. Totéº lze analogicky dokázat i pro
libovolný bod osy o2.
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Tvrzení 6. Osy r·znob¥ºných p°ímek a, b jsou na sebe kolmé (o1 ⊥ o2).
D·kaz. Ozna£me α, β r·zné úhly, které svírají r·znob¥ºné p°ímky a, b. Pak platí, ºe









Obrázek 2.23: Kolmost os r·znob¥ºných p°ímek
Symbolický zápis os r·znob¥ºných p°ímek a, b:
o1 ∪ o2 = {X ∈ ρ : |Xa| = |Xb|}.
P°ímky o1, o2 jsou také mnoºinou st°ed· v²ech kruºnic, které se dotýkají obou
r·znob¥ºných p°ímek, s výjimkou jejich pr·se£íku (viz [18, str. 409]).
Protoºe jsou objektem na²eho zájmu vnit°ní úhly trojúhelníku, budeme pracovat
s pojmem úhel jako se systémem dvou polop°ímek se spole£ným po£átkem (viz de-
nice 1). Pak osu tohoto úhlu denujeme následovn¥.
Denice 21. [3] Mnoºina v²ech bod· daného úhlu ∠BAC trojúhelníku ABC, které




AC , se nazývá osa úhlu ∠BAC.
V trojúhelníku ABC budeme osy vnit°ních úhl· ozna£ovat po °ad¥ oα, oβ, oγ. Sym-
bolicky lze osu vnit°ního úhlu zapsat






Tato osa je totoºná, krom¥ vrcholu úhlu, s mnoºinou v²ech st°ed· kruºnic, které
se dotýkají obou ramen daného úhlu.
Poznámka: Ve st°edo²kolských u£ebnicích je v¥t²inou osa úhlu denována v konvexním
úhlu jako polop°ímka s vrcholem ve vrcholu daného úhlu, která má stejnou vzdálenost
od obou ramen úhlu.
V konkrétních konstruk£ních úlohách je pak zapot°ebí dob°e uváºit, zda lze pouºít
pouze osu daného úhlu, nebo musíme pracovat s osu dvou r·znob¥ºných p°ímek.
Obrázek 2.24: Konstrukce osy úhlu CAB
KONSTRUKCE: (viz obrázek 2.24)
1. Sestrojíme úhel ∠CAB.
2. Sestrojíme kruºnici k se st°edem v bod¥ A a libovolným polom¥rem r.
3. Pr·se£íky kruºnice k s rameny úhlu ∠CAB ozna£íme P, P ′.
4. Sestrojíme kruºnice l, l′ se st°edy po °ad¥ P, P ′ a stejným polom¥rem jako kruº-
nice k, tedy o velikosti r.
5. Ozna£me pr·se£ík kruºnic l, l′ X.
6. Polop°ímka
−−→
AX (bez bodu A) je hledanou osou úhlu ∠CAB.
Úloha 5. [19, str. 106] Sestroj trojúhelník ABC, pro který platí vc = 3 cm, b = 4 cm
a polom¥r kruºnice vepsané ρ = 1 cm.
e²ení: Úloha je zadána prvky s konkrétními metrickými hodnotami. P°i ur£ení
po£tu °e²ení musíme zohlednit, ºe úloha je nepolohová.
Rozbor: (viz obrázek 2.25)
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Zvolíme umíst¥ní vý²ky vc = |CC0| do roviny. Vrcholy A,B budou leºet na p°ímce q,
která je kolmá k úse£ce CC0 a prochází bodem C0. Vrchol A zárove¬ leºí na kruº-
nici l(C, b). Dále sestrojíme kruºnici trojúhelníku ABC vepsanou. St°ed této kruºnice




AC a také na ekvidistant¥ p, která je od
←→
AC vzdálena
o velikost ρ. Bod T je bod dotyku kruºnice h se stranou a. Sestrojíme ho pomocí kruº-
nice k(C, |CP |), kde P je bod dotyku kruºnice h s p°ímkou
←→
AC. Zbývající vrchol B je
pr·se£íkem p°ímek q a
←→
CT . Symbolicky:
1) Je dána vý²ka vc = |CC0|.
2) Vrchol A ∈ q; q ⊥CC0 ∧ C0 ∈ q, a zárove¬ A ∈ l; l(C, b).






4) Sestrojíme kruºnici vepsanou h(V, ρ) a bod P ∈ h ∩
←→
AC.
5) Bod T ∈ k(C, |CP |) ∧ T ∈ h.
6) Vrchol B ∈ q ∩
←→
CT .
Obrázek 2.25: Ná£rt k úloze 5
Popis konstrukce:
1. CC0; |CC0| = 3 cm
2. q; q ⊥ CC0 ∧ C0 ∈ q
3. l; l(C, 4 cm)
4. A; A ∈ q ∩ l






6. p; p = {X ∈ ρ : |X
←→
AC| = 1 cm}
7. V ; V ∈ o ∩ p
8. h; h(V, 1 cm)
9. P ;P ∈ h ∩
←→
AC
10. k; k(C, |CP |)









Obrázek 2.26: Konstrukce úlohy 5
Zkou²ka: V²echny body konstrukce vyhovují zadaným podmínkám, konstrukce je tedy
správná.
Po£et °e²ení: Jelikoº se jedná o nepolohovou úlohu, má 2 °e²ení, i kdyº konstrukcí
sestrojíme dv¥ dvojice (shodných) trojúhelník· AB1C, A′B′1C a AB2C, A
′B′2C (viz
obrázek 2.26). ƒárkované vrcholy vzniknou p°i konstrukci bodu 4 v popisu konstrukce,
nebo´ p°ímka q a kruºnice l mají dva r·zné pr·se£íky A,A′. Body ozna£ené dolními
£íselnými indexy zna£í £ty°i r·zné pr·se£íky V1, V2, V3, V4 osy úhlu o a ekvidistanty
p°ímky AC p1, p2 (viz bod 7 v popisu konstrukce) a dále v²echny útvary na n¥ navázané.
2.2.6 Mnoºina bod·, ze kterých je úse£ka vid¥t pod daným
úhlem
Denice 22. [18, str. 409] Mnoºinu v²ech bod· v rovin¥, které jsou vrcholy úhl·
shodných s daným úhlem α (0◦ < α < 180◦), a jejichº ramena procházejí dv¥ma
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danými body A,B (A ̸= B), £ili mnoºinu v²ech bod· X, z nichº vidíme úse£ku AB
pod úhlem α, nazýváme ekvigonála úse£ky AB.
Symbolicky lze tuto mnoºinu zapsat
M = {X ∈ ρ : |∠AXB| = α}.
Tvrzení 7. [18, str. 409] Ekvigonálou úse£ky AB jsou dva shodné kruºnicové oblouky
AX1B,AX2B s výjimkou bod· A,B.
D·kaz. Je dána úse£ka AB nenulové délky a kruºnicové oblouky k(S, r) a k′(S ′, r)
s krajními body A,B. Zvolme bod K, který leºí na kruºnicovém oblouku k, pro který
platí, ºe |∠AKB| = α (p°i volb¥ bodu K na kruºnicovém oblouku k′ bychom postupo-
vali analogicky). Dále p°edpokládejme, ºe α je ostrý úhel (d·kaz lze ud¥lat analogicky
pro tupý úhel, pro pravý úhel platí tvrzení 8). Chceme dokázat, ºe
1. libovolný bod X r·zný od bod· A,B, pro který platí |∠AXB| = α, leºí na
sjednocení kruºnicových oblouk· k, k′,
2. pro kaºdý bod Y , který leºí na sjednocení kruºnicových oblouk· k, k′, platí
|∠AY B| = α.
Celý d·kaz provedeme pouze pro kruºnicový oblouk k(S, r), nebo´ kruºnicový oblouk k′
je s ním soum¥rný podle p°ímky
←→
AB a v²echny kroky d·kazu lze pro n¥j tedy provést
analogicky.
Pro dokázání prvního kroku vyuºijeme v¥tu o obvodovém a st°edovém úhlu (viz v¥ta 7).
Na na²em p°ípad¥ to znamená, ºe |∠ASB| = 2 · |∠AKB| v oblouku k(S, r). Platí
tedy, ºe |∠ASB| = 2α. Z p°edpokladu víme, ºe |∠AXB| = α, a protoºe velikost
úhlu |∠ASB| = 2α, tak úhel ∠AXB je obvodovým úhlem p°íslu²ným k oblouku se
st°edovým úhlem ∠ASB, který leºí na oblouku k(S, r). Tím je dokázáno, ºe bod X
leºí na kruºnicovém oblouku k.
Z p°edpokladu druhého kroku víme, ºe Y leºí na kruºnicovém oblouku k (viz obrázek
2.27). Ozna£me |∠AY B| = β. Chceme ukázat, ºe β = α. Pro polom¥r r kruºnicového
oblouku k z trojúhelníku AKB platí, ºe r = |AB|
2·sinα . Z trojúhelníku AY B pro délku
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Obrázek 2.27: Ilustrace k d·kazu tvrzení 7
polom¥ru platí r = |AB|











sin β = sinα
α = β
Poslední rovnost platí, protoºe oba úhly jsou ostré, tudíº se rovnají i jejich siny. Tím
jsme dokázali, ºe |∠AY B| = α.
Tyto oblouky jsou soum¥rn¥ sdruºené podle p°ímky AB (viz [18, str. 409].
Pro konstrukci ekvigonály úse£ky AB vyuºijeme znalosti, ºe obvodový úhel p°í-
slu²ný k obloukuAB je roven úsekovému úhlu, jehoº jedním ramenem je polop°ímka
−→
AB
a druhým £ást te£ny t k oblouku v bod¥ A.
KONSTRUKCE: (viz obrázek 2.28)
1. Je dána úse£ka AB, ur£íme její st°ed.




AZ je £ástí te£ny t a platí pro ni, ºe |∠BAZ| = α.
4. Sestrojíme kolmice
←→
AY k te£n¥ t, (
←→
AY ⊥ t).
5. St°ed hledaného kruºnicového oblouku S ∈ o ∩
←→
AY .
6. Kruºnice k(S, |SA|).




Úse£ka AB rozd¥lí kruºnici k na dva kruºnicové oblouky. Pokud |AB| ≠ 2|SA|, tedy
pr·m¥ru kruºnice k, platí, ºe v¥t²í kruºnicový oblouk p°íslu²í úhlu α < 90◦ a men²í
kruºnicový oblouk p°íslu²í úhlu α > 90◦.
Obrázek 2.28: Konstrukce ekvigonály úse£ky AB
Úloha 6. Sestrojte trojúhelník, znáte-li velikost strany c, t¥ºnice tc a úhlu γ.
e²ení: Úloha je nepolohová, prvky jsou zadány parametricky, zvolíme umíst¥ní
úse£ky AB do roviny.
Rozbor: (viz obrázek 2.29)
Umístíme úse£ku AB o velikosti c do roviny a sestrojíme její st°ed C1. Zbývající vr-
chol C leºí na ekvigonále úse£ky AB o velikosti úhlu γ a na kruºnici l se st°edem
v bod¥ C1 a polom¥ru tc. Symbolicky:
1) Je dána úse£ka AB.
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2) C1 je st°ed úse£ky AB.
3) Vrchol C ∈ M; M = {X ∈ ρ : |∠AXB| = γ} = k1 ∪ k2 ∧ C ∈ l; l(C1, tc).
Obrázek 2.29: Ná£rt k úloze 6
Popis konstrukce:
1. AB; |AB| = c
2. C1; C1 je st°ed úse£ky AB
3. k; k = {X ∈ ρ : |∠AXB| = γ}
4. l; l(C1, tc)
5. C;C ∈ l ∩ k
6. △ABC
Diskuse °e²itelnosti: Existence trojúhelníku ABC závisí na po£tu pr·nik· kruºni-
ce l (C1, vc) a kruºnicových oblouk· k1 ∪ k2. Nech´ P je pr·se£ík osy úse£ky AB
a kruºnicového oblouku k1 (viz obrázek 2.30). Jestliºe |C1P | < tc, vrchol C nesestro-
jíme a trojúhelník ABC nevznikne.
Pro ur£ení po£tu °e²ení ozna£me st°ed kruºnicového oblouku k1 S a polom¥r r.
St°ed S leºí na ose úse£ky AB (viz konstrukce ekvigonály úse£ky), trojúhelník BSC1
je tedy pravoúhlý a platí |BS| = c
2 sin γ
= r.
Vzdálenost |C1P | = |C1S| + |SP |, tedy je rovna sou£tu polom¥ru r kruºnicového
oblouku k1 a vzdálenosti SC1, která je z pravoúhlého trojúhelníku BSC1 rovna c·cot γ2 .






Obrázek 2.30: Ilustrace podmínek °e²itelnosti úlohy 6





- tc < c2 ·
cos γ+1
sin γ
, vzniknou 4 shodné trojúhelníky (viz obrázek 2.31),
- tc = c2 ·
cos γ+1
sin γ
, vzniknou pouze 2 shodné trojúhelníky.
Po£et °e²ení: Úloha je nepolohová, tedy má pouze 1 °e²ení p°i spln¥ní podmínky °e²i-
telnosti.
Obrázek 2.31: Konstrukce úlohy 6
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2.2.7 Thaletova kruºnice
Thaletova kruºnice je speciálním p°ípadem ekvigonály úse£ky a to pro úhel α = 90◦.
Denice 23. [19, str. 94] Thaletova kruºnice je mnoºina vrchol· v²ech pravých úhl·,
jejichº ramena procházejí danými body A,B (A ̸= B), tj. mnoºina v²ech bod·, z nichº
vidíme danou úse£ku AB pod pravým úhlem.
Thaletovu kruºnici budeme zna£it °eckým písmenem τ . Denici lze zapsat i sym-
bolicky
τAB = {X ∈ ρ : |∠AXB| = 90◦}.
Tvrzení 8. [19, str. 94] Thaletova kruºnice je kruºnice s pr·m¥rem |AB| krom¥
bod· A,B.
D·kaz. Je dána úse£ka AB s nenulovou délkou. Chceme dokázat, ºe
1. libovolný bod X r·zný od bod· A,B, pro který platí |∠AXB| = 90◦, leºí na
kruºnici τAB s pr·m¥rem d = |AB|,
2. pro libovolný bod Y r·zný od bod· A,B, který leºí na kruºnici τAB s pr·m¥rem
d = |AB|, platí, ºe |∠AY B| = 90◦.
Obrázek 2.32: Thaletova kruºnice
V 1. bod¥ p°edpokládáme, ºe trojúhelník ABX je pravoúhlý, tedy st°ed kruº-
nice jemu opsané leºí ve st°edu p°epony AB (viz podkapitola 1.3 Kruºnice opsaná
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a vepsaná). Polom¥r této kruºnice je roven polovin¥ délky p°epony, proto pr·m¥r je
roven |AB|. Bod C leºí na kruºnici τAB (viz obrázek 2.32).
Z p°edpokladu 2. bodu pro bod Y platí, ºe leºí na kruºnici τAB s pr·m¥rem AB.
Jedná se tedy o kruºnici trojúhelníku opsanou a platí, ºe |SA| = |SB| = |SC| = r.
Z toho vyplývá, ºe trojúhelník BY S je rovnoramenný, a proto |∠Y BS| = |∠BY S| = β.
Analogicky platí v rovnoramenném trojúhelníku AY S, ºe |∠Y AS| = |∠AY S| = α. Pro
sou£et vnit°ních úhl· v trojúhelníku ABY tedy platí
|∠BAY |+ |∠ABY |+ |∠AY B| = 180◦
α + β + α + β = 180◦
2 · (α + β) = 180◦
α + β = 90◦
|∠AY B| = 90◦.
Úhel ∠AY B je pravý.
Konstrukce (viz obrázek 2.32) je velice jednoduchá, protoºe délka úse£ky AB je
rovna pr·m¥ru konstruované kruºnice.
1. Sestrojíme úse£ku AB a její st°ed S.
2. Sestrojíme kruºnici se st°edem v bod¥ S a polom¥rem r = 1
2
|AB|.
Sestrojená kruºnice je hledaná Thaletova kruºnice.
Úloha 7. Sestrojte trojúhelník ABC, znáte-li velikost strany c, vý²ky vc a t¥ºnice tc.
e²ení: Úloha je nepolohová, je nutná diskuse °e²itelnosti a volba umíst¥ní jednoho
zadaného prvku do roviny.
Rozbor: (viz obrázek 2.33)
Zvolíme t¥ºnici CC1 o velikosti tc a sestrojíme ji. Pata vý²ky C0 leºí na Thaletov¥
kruºnici τ nad pr·m¥rem CC1 a také na kruºnici k se st°edem ve vrcholu C a polo-
m¥rem vc. Vrcholy A,B leºí na p°ímce
←−→
C1C0 a platí, ºe C1 je st°ed úse£ky AB, coº
znamená, ºe |AC1| = |BC1| = c2 . Symbolicky:
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1) Je dána t¥ºnice tc.
2) Bod C0 ∈ τCC1 ∧ C0 ∈ k(C, vc).
3) Vrcholy A,B ∈ C1C0 a platí |AC1| = |BC1| = c2 .
Obrázek 2.33: Ná£rt k úloze 7
Popis konstrukce:
1. CC1; |CC1| = tc
2. k; k(C, vc)
3. τCC1
4. C0; C0 ∈ k ∩ τCC1
5. p; p =
←−→
C1C0
6. A;A ∈ p ∧ |AC1| = c2
7. B;B ∈ p ∧ |BC1| = c2 ∧ A ̸= B
8. △ABC
Diskuse a po£et °e²ení: Existence trojúhelníku závisí na velikostech t¥ºnice tc a vý²ky vc.
Pokud by platilo, ºe tc < vc, tak trojúhelník ABC podle zadaných podmínek nelze
sestrojit, nebo´ by nevznikl ºádný pr·se£ík kruºnic k a τCC1 s pr·m¥rem tc = |CC1|.
Po£et °e²ení této úlohy ur£íme za podmínky, ºe platí tc ≥ vc. Je-li
- tc = vc, kruºnice k, τCC1 mají jediný pr·se£ík, který splyne s bodem C1. Vznikne
jeden hledaný trojúhelník, který je navíc rovnoramenný. Úloha má 1 °e²ení.
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Obrázek 2.34: Konstrukce úlohy 7
- tc > vc, kruºnice se protnou ve dvou bodech C0, C ′0 (viz obrázek 2.34). Vzniknou
dva shodné trojúhelníky ABC a A′B′C. Protoºe je v²ak úloha nepolohová, tak
i v tomto p°ípad¥ má pouze 1 °e²ení.
2.3 Metody °e²ení konstruk£ních úloh
Konstruk£ní úlohy lze °e²it n¥kolika metodami, je na zváºení °e²itele, kterou metodu
p°i °e²ení pouºije. Krom¥ vyuºití mnoºin bod· dané vlastnosti se ve st°edo²kolských
u£ebnicích objevují úlohy, které je vhodné °e²it pomocí geometrických zobrazení nebo
pomocí výpo£tu.
2.3.1 Vyuºití geometrických zobrazení
Geometrická zobrazení v rovin¥, která kaºdému bodu X roviny p°i°adí práv¥ jeden
bod X ′ téºe roviny, lze p°i konstruk£ních úlohách vyuºít tak, ºe n¥jaký daný nebo
hledaný útvar pomocí nich vhodn¥ transformujeme.
Mezi nejvíce pouºívaná geometrická zobrazení v rovin¥, se kterými se seznámí ºáci
na st°ední ²kole, jsou osová a st°edová soum¥rnost, posunutí, oto£ení £i stejnolehlost.
Pro ilustraci °e²ení konstruk£ní úlohy pomocí geometrického zobrazení jsme vybrali
úlohu, kde vyuºijeme st°edovou soum¥rnost. Tuto shodnost nejprve zadenujeme.
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Denice 24. [19, str. 133] Je dán bod S. St°edová soum¥rnost se st°edem S je shodné
zobrazení, které p°i°azuje
1. kaºdému bodu X ̸= S bod X ′ tak, ºe bod S je st°edem úse£ky XX ′ a
2. bodu S bod S ′ = S.
Symbolicky budeme st°edovou soum¥rnost zna£it
S(S) : X → X ′,
kde S v závorce se st°ed soum¥rnosti. Body X,X ′ nazýváme body soum¥rn¥ sdruºené
podle st°edu soum¥rnosti.
Úloha 8. Je dána t¥ºnice tc, jejíº velikost je |CC1| = 5 cm. Sestrojte v²echny troj-
úhelníky ABC, pro které dále platí, ºe vc = 2, 5 cm a b = 3 cm.
e²ení: Jedná se o polohovou úlohu, takºe musíme nejprve sestrojit úse£ku CC1.
Rozbor: (viz obrázek 2.35)
Bod C0 leºí na Thaletov¥ kruºnici τCC1 a na kruºnici k(C, vc). Vrchol A je pr·se£ík
p°ímky
←−→
C1C0 s kruºnicí l(C, b). Zbývající vrchol B leºí také na p°ímce
←−→
C1C0 a je
st°edov¥ soum¥rný s bodem A podle bodu C1, tedy: S(C1) : A→ B.
Obrázek 2.35: Ná£rt k úloze 8
Popis konstrukce:
1. CC1; |CC1| = 5 cm
2. τCC1
3. k; k(C, 2, 5 cm)
4. C0; C0 ∈ τCC1 ∩ k
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5. l; l(C, 3 cm)
6. A; A ∈
←−→
C1C0 ∩ l
7. B; S(C1) : A→ B
8. △ABC
Obrázek 2.36: Konstrukce úlohy 8
Zkou²ka a existence trojúhelníku: Ze zadaných podmínek sestrojíme dva r·zné pr·se-
£íky C0 podle 4. bodu konstrukce, a pak £ty°i r·zné vrcholyA, které leºí na p°ímce
←−→
C1C0
a zárove¬ na kruºnici l(C, 3 cm) (viz 6. bod konstrukce). St°edovou soum¥rností
S(C1) : A → B proto vzniknou i £ty°i r·zné vrcholy B, a tedy i £ty°i trojúhelníky
ABC. V²echny £ty°i sestrojené trojúhelníky vyhovují zadaným podmínkám.
Hledaný trojúhelník je zadán prvky s konkrétními metrickými hodnotami, proto je
jeho existence prokázána konstrukcí (viz obrázek 2.36).
Po£et °e²ení: Jelikoº se jedná o polohovou úlohu, má úloha £ty°i r·zná °e²ení, i kdyº
konstrukcí sestrojíme dv¥ dvojice shodných trojúhelník·.
2.3.2 Vyuºití algebraických výpo£t·
Tato metoda nabízí moºnost propojení geometrie s algebrou, konkrétn¥ algebraických
výpo£t· a geometrických konstrukcí prvk·. Jedná se o hledaní vhodných vztah· mezi
délkami a velikostmi zadaných prvk· s prvky hledanými pomocí známých geometric-
kých v¥t (výpo£et obsahu, obvodu, goniometrické vzorce,...), sestavování rovnic pop°.
soustav rovnic, a jejich °e²ení.
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Jako reprezentanta této metody jsme zvolili úlohu, která je analogií úlohy 5 z oddílu
2.2.5 Osa úhlu.
Úloha 9. Sestrojte trojúhelníkABC, jsou-li dány délky strany a, její p°íslu²né vý²ky va
a velikost polom¥ru ρ kruºnice trojúhelníku vepsané.
e²ení: [13, str. 41] Nejprve vyuºijeme znalosti dvou r·zných vzorc· pro výpo£et


















Z této rovnosti ur£íme délku úse£ky s  pomocí £tvrté geometrické úm¥rné (viz
obrázek 2.37).
Obrázek 2.37: ƒtvrtá geometrická úm¥rná
Abychom mohli sestrojit trojúhelník AV TAB, kde TAB je bod dotyku kruºnice troj-
úhelníku vepsané se stranou AB a V je st°ed kruºnice trojúhelníku vepsané, pot°e-
bujeme ur£it délku úse£ky |ATAB| = x. K tomu vyuºijeme mocnost bodu ke kruºnici,
kdy platí, ºe |ATAB| = |ATAC |, kde TAC je bod dotyku kruºnice trojúhelníku ve-
psané se stranou AC. Analogicky vznikne i bod dotyku TBC . Ozna£me velikost úse£ek
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|BTAB| = |BTBC | = y a |CTCA| = |CTCB| = z. Pak obvod trojúhelníku ABC lze
vyjád°it dv¥ma zp·soby
o = a+ b+ c
o = y + z + z + x+ x+ y.
Odtud platí rovnost
a+ b+ c = 2x+ 2y + 2z
a+ b+ c
2
= x+ y + z
s = x+ y + z
s = x+ a
x = s− a.
V trojúhelníku AV TAB známe tedy délky stran |ATAB| = s − a a |TABV | = ρ
a velikost úhlu |∠V TABA| = 90◦.
Dále sestrojíme kruºnici vepsanou k(V, ρ) a te£ny t, t1 z bodu A ke kruºnici k,
t =
←−−→
ATAB (viz obrázek 2.38). Ke konstrukci zbývajících vrchol· trojúhelníku ABC
vyuºijeme pomocný bod Q, který leºí na rovnob¥ºce s p°ímkou
←→
BC procházející bo-
dem V, vzdálenost rovnob¥ºek je rovna ρ. Protoºe vzdálenost bodu A od p°ímky
←→
BC
je rovna va, pak bod Q leºí na kruºnici l(A, va − ρ). Bod Q zárove¬ leºí na Thaletov¥
kruºnici τAV , aby |∠AQV | = 90◦, nebo´ pravý úhel svírá také te£na
←→
BC v bod¥ do-
tyku TBC s p°ímkou
←−−→
V TBC . Na polop°ímce
−→
AQ sestrojíme bod P tak, ºe |AP | = va.
Bod P je tedy patou kolmice vedené z bodu A na p°ímku
←→
BC. Na záv¥r sestrojíme
p°ímku p, která je rovnob¥ºná s p°ímkou
←→
QV a prochází bodem P . Vrchol B je pr·se£ík
p°ímky p s te£nou t a vrchol C s te£nou t1.
Diskuse °e²itelnosti: Pro existenci úse£ky x musí platí, ºe s > a, tedy i va > 2ρ.
Z pravoúhlého trojúhelníku AV TAB získáme podmínku
|AV |2 = x2 + ρ2.
Abychom mohli sestrojit bod Q, musí platit, ºe |AQ| ≤ |AV |, coº znamená, ºe




Obrázek 2.38: Konstrukce úlohy 9
Pro úplnost je²t¥ vyjád°íme délku x pomocí zadaných prvk·. Víme, ºe x = s − a





délku s = a·va
2ρ






a · va − 2aρ
2ρ
x =
a · (va − 2ρ)
2ρ
.




)2 + ρ2. P°i ostrých nerov-
nostech lze sestrojit 2 shodné trojúhelníky symetrické podle p°ímky
←→
AV . Úloha má
v²ak pouze 1 °e²ení, protoºe se jedná o úlohu nepolohovou.




)2 + ρ2, splynou p°i konstrukci body V a Q
a vznikne pouze jeden trojúhelník.
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2.3.3 Vyuºití metody sou°adnic
P°i °e²ení konstruk£ních úloh m·ºeme vyuºít i znalosti z analytické geometrie. Podle
Poláka [18, str. 590] rozli²ujeme dva základní typy úloh. První skupinou jsou úlohy, ve
kterých známe analytická vyjád°ení pot°ebných mnoºin bod·. Do druhé skupiny pat°í
úlohy, kde musíme analytická vyjád°ení pot°ebných mnoºin bod· nejprve ur£it.
Obecný postup, jak °e²it konstruk£ní úlohy pomocí analytické geometrie, má ná-
sledující kroky:
• Vhodn¥ zvolíme soustavu sou°adnic a ur£íme sou°adnice daných bod·.
• Pomocí analytického vyjád°ení zapí²eme vlastnosti hledaného bodu.
• Ov¥°íme, zda v²echny body, které spl¬ují daná analytická vyjád°ení, mají poºa-
dovanou vlastnost.
• Algebraicky °e²íme rovnice pop°. soustavy rovnic, abychom ur£ili sou°adnice hle-
daného bodu.
Vyuºití metody sou°adnic budeme prezentovat na úloze 1 z oddílu 2.2.1 Kruºnice.
Úloha 10. Je dána úse£ka BC (|BC| = 4 cm). Sestrojte v²echny trojúhelníky ABC,
pro které platí: b = 2 cm, β = 30◦.
e²ení: Zvolme vrchol C po£átkem kartézské soustavy sou°adnic 0xy, tedy bodem
o sou°adnicích [0; 0], a vrchol B, za podmínky |BC| = 4 cm, bodem o sou°adnicích
[−4; 0] (viz obrázek 2.39). P°ímka
←→
BC má tedy sm¥rový vektor −→u = C−B = (4; 0) ∼
(1; 0).
Hledaný vrchol A leºí na kruºnici k(C, 2 cm) a na p°ímce
←→
BX, která svírá s p°ím-
kou
←→
BC úhel β = 30◦. Ob¥ tyto mnoºiny zapí²eme analyticky:
k : x2 + y2 = 4
←→
BX : x = −4 + ph
y = qh, h ∈ R,




Obrázek 2.39: e²ení úlohy 10 pomocí analytické geometrie
Abychom ur£ili sou°adnice vrcholu A, musíme vy°e²it soustavu t¥chto rovnic.







|−→u · −→v |
∥−→u ∥ · ∥−→v ∥
.
Po dosazení a úpravách dostáváme rovnost:
cos 30◦ =













p2 + q2 = 2|p| /2





Touto úpravou jsme dostali vztah mezi jednotlivými sou°adnicemi sm¥rového vek-
toru −→v . P°i volb¥ q = 1 dostaneme sou°adnice −→v = (
√
3; 1), nebo −→v = (−
√
3; 1).
Parametrickou rovnici p°ímky m·ºeme tedy upravit do tvaru
x = −4 +
√
3h, y = 1h, h ∈ R nebo (2.1)
x = −4−
√
3h, y = 1h, h ∈ R. (2.2)
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Tyto rovnosti postupn¥ dosadíme do rovnice kruºnice k a vy°e²íme ji. Nejprve
°e²íme dosazením rovnic (2.1).
x2 + y2 = 4
(−4 +
√
3h)2 + h2 = 4
16− 8
√
3h+ 3h2 + h2 = 4
4h2 − 8
√
3h+ 12 = 0 / : 4
h2 − 2
√
3h+ 3 = 0
Diskriminant kvadratické rovnice D = (−2
√
3)2− 4 · 3 = 12− 12 = 0. Tedy rovnice






3. To znamená, ºe p°ímka
←→
BX














tedy x-ová sou°adnice vrcholu A je rovna −1 a y-ová
√
3.
Analogicky dosadíme do rovnice kruºnice i parametrické vyjád°ení p°ímky
←→
BX se
sm¥rovým vektorem −→v = (−
√
3; 1)  viz rovnice (2.2). e²ením je op¥t dvojnásobný
ko°en h2 = −
√
3. Jeho dosazením do rovnic p°ímky
←→




Lze tedy sestrojit dva trojúhelníky ABC, které jsou shodné. Úloha je polohová,
takºe má 2 °e²ení.
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Kapitola 3
Problémy ºák· s konstruk£ními
úlohami
Hned na úvod si poloºme otázku, pro£ jsou pro ºáky konstruk£ní úlohy obávanou
a náro£nou £ástí u£iva? Faktor· m·ºe být mnoho a mohou se u ºák· r·zných ²kol
a r·zných t°íd li²it. Mohou to být faktory, které závisí na u£iteli, jako nap°íklad jeho
p°ístup k danému u£ivu, znalosti a odbornost, srozumitelnost jeho výkladu, schopnost
ºáky motivovat. Z pohledu ºák· ovliv¬ují pochopení konstruk£ních úloh mimo jiné je-
jich zaujetí pro geometrii, jejich prostorová p°edstavivost nebo d°íve získané zku²enosti
a znalosti.
Pro ºáky je d·leºité pochopit, co vlastn¥ znamená n¥co sestrojit, nap°. sestrojit
trojúhelník z daných prvk·. šáci se mnohdy domnívají, ºe cílem takovéhoto úkolu
je narýsovat daný útvar, coº není úpln¥ správn¥. Výsledkem sestrojení trojúhelníku
podle Vy²ína a kol. [25, str. 195] je ur£ení konstruk£ního p°edpisu  posloupnosti
jednotlivých na sebe navazujících krok·, které vedou k vy°e²ení úlohy. Pro jejich ur£ení
je zcela zásadní správný a podrobný rozbor úlohy. Samotné narýsování trojúhelníku
je sou£ástí °e²ení, stejn¥ tak jako ur£ení po£tu °e²ení úlohy £i diskuse její °e²itelnosti.
Leischner [14] zmi¬uje, ºe ºáci se p°i °e²ení konstruk£ních úloh spí²e soust°edí na
sepsání postupných krok· konstrukce a následné narýsování obrazce na základ¥ t¥chto
krok·. Nesnaºí se o podrobný rozbor a porozum¥ní celé úloze, coº se u leh£ích úloh
nemusí projevit. Problém nastane, aº kdyº má ºák vy°e²it sloºit¥j²í úlohu, u které je
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pro vy°e²ení zapot°ebí nap°íklad vyuºití n¥jaké vlastnosti daného trojúhelníku nebo
konstrukce pomocného trojúhelníku.
Problémy ºák· p°i °e²ení konstruk£ních úloh se zabývaly Na¤a Vondrová a Radka
Havlí£ková [23, str. 133179]. V následujícím oddíle shrneme jejich hlavní zji²t¥ní.
3.1 Prostor reprezentací vs. teoretický prostor
Autorky uvád¥jí, ºe kritickým místem pro ºáka je práce s geometrickými obrázky.
šák zam¥¬uje ideální objekt (nap°. trojúhelník s danými velikostmi vnit°ních úhl·) za
ur£itý konkrétní p°ípad (nakreslí si tento trojúhelník s konkrétními velikostmi stran
a pokládá ho za jediného reprezentanta). Tento problém vzniká proto, ºe si ºák ne-
uv¥domuje, ºe p°echází mezi dv¥ma r·znými vnímáními objekt· v geometrii, které
autorky na základ¥ prací C. Labordeové [12] ozna£ují jako prostor reprezentací a teo-
retický prostor.
Do teoretického prostoru pat°í ty £innosti ºáka, v nichº se odkazuje na
vlastnosti ideálních geometrických objekt· a geometrické v¥ty (nap°. p°i
d·kazu n¥jakého geometrického tvrzení). Do prostoru reprezentací pat°í
£innosti typu rýsování £i kreslení obrázku, pohyb s obrázkem, m¥°ení pra-
vítkem apod. [23, str. 134]
Pro ºáky je náro£né, ºe mezi t¥mito prostory p°i °e²ení konstruk£ních úloh musí p°echá-
zet opakovan¥. Jedná se totiº o úlohy, kdy jsou ºák·m v teoretickém prostoru zadány
podmínky pro hledaný objekt, ale výsledná konstrukce je z prostoru reprezentací [23].
V rozboru dochází k prolínání mezi ob¥ma prostory. Ná£rt obrázku je jedním konkrét-
ním reprezentantem z prostoru reprezentací, ale rozbor úlohy a hledání postupných
krok· °e²ení musí probíhat v prostoru teoretickém. Ná£rt má být pro ºáky pom·ckou
k uv¥dom¥ní si vztah· mezi objekty, hledání pr·nik· mnoºin bod· a nalezení postupu
k sestrojení hledaného trojúhelníku. šáci se navíc £asto dopou²t¥jí chybné úvahy, kdy
z obrázku vy£tou vlastnost, která není obecn¥ platná, nap°íklad se z nákresu domní-
vají, ºe t¥ºnice d¥lí p°íslu²ný vnit°ní úhel na poloviny. Je tedy vid¥t, ºe neodli²ují oba
zmín¥né prostory.
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Postup konstrukce se provádí v teoretickém prostoru a konstrukce, kterou ºák pro-
vádí na základ¥ sestavení tohoto postupu, je op¥t z prostoru reprezentací. V teoretic-
kém prostoru probíhá také diskuse, ve které ºáci musí ur£it v²echny moºné situace,
které mohou p°i volb¥ hodnot parametr· nastat. To m·ºe být pro ºáky, kte°í pracují
hlavn¥ s prostorem reprezentací, velmi náro£né.
3.2 Obecnost vs. konkrétnost zadání
Zde op¥t naráºíme na náro£nost geometrie v porovnání s algebrou, kde lze obecnost
£ísla vyjád°it jednodu²e pomocí písmen, zatímco v geometrii p°edstavuje obecný ob-
rázek vºdy n¥jaký konkrétní objekt, a to i kdyº má reprezentovat objekt abstraktní
[24, str. 25]. To souvisí se schopností ºáka rozli²ovat a propojovat teoretický prostor
s prostorem reprezentací. šáci £asto neumí pracovat s úlohami, kde nejsou zadány
konkrétní £íselné hodnoty. Proto i my do na²eho výzkumu za°adíme úlohu (úloha 2
v hlavní studii), kde budou prvky, ze kterých mají ºáci sestrojit trojúhelník, zadány
s nekonkrétními rozm¥ry. Budeme sledovat, jak zvládnou jednotlivé £ásti °e²ení kon-
struk£ní úlohy, zejména se zam¥°íme na diskusi °e²itelnosti obecn¥ zadané úlohy.
3.3 Problematika prototyp·
Je b¥ºné, ºe kdyº poºádáme ºáky, aby nakreslili libovolný trojúhelník, nej£ast¥ji bude
bu¤ pravoúhlý, nebo rovnoramenný. To je problém tzv. prototyp·. Vondrová a Havlí£-
ková [23, str. 136] uvádí: prototypem je takový p°íklad pojmu, který ºáci nej£ast¥ji
vybírají jako reprezentanta dané kategorie. V¥t²inou se jedná o p°íklady, se kterými
se ºáci setkávají nejd°íve nebo nej£ast¥ji. šáci si je zaxují ve své p°edstav¥ a propojí
si pojem s vizuální p°edstavou. Tvo°ení prototyp· se nedá zabránit, ale u£itel m·ºe
vhodnou výukou ºákovy p°edstavy oslabit [23].
P°i °e²ení konstruk£ních úloh se nej£ast¥ji setkáme s tvo°ením prototyp· geome-
trických útvar· a prototypu zna£ení útvar·. Jak jiº bylo zmín¥no, ºáci si p°i ná£rtu
nej£ast¥ji nakreslí prototypický trojúhelník, který m·ºe mít n¥jaké vlastnosti, které ale
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obecn¥ pro trojúhelník neplatí. šáky to m·ºe svád¥t k nesprávným úvahám p°ípadn¥
i k nesprávnému °e²ení. Prototypem zna£ení trojúhelníku máme na mysli ozna£ení vr-
chol· trojúhelníku písmeny A,B,C. Ve v¥t²in¥ u£ebnic [19, 13, 5, 16, 9] jsou v²echny
úlohy zam¥°ené na sestrojení trojúhelníku ABC. Pouze v u£ebnici [22] nalezneme v ka-
pitole o konstruk£ních úlohách i trojúhelníky jiných ozna£ení. Proto chceme v na²em
výzkumu mimo jiné zjistit, zda ºák·m zp·sobí potíºe, kdyº budou muset sestrojit
trojúhelník jiného zna£ení.
3.4 Problematika porozum¥ní pojm·m, zápis·m, ter-
minologii,...
P°i °e²ení konstruk£ních úloh je d·leºité, aby ºák rozum¥l v²em pojm·m, které se
v úlohách vyskytují, znal vlastnosti trojúhelníku i jiných útvar· (t¥ºi²t¥, vý²ka,...),
mnoºin bod· dané vlastnosti a um¥l je vhodn¥ aplikovat p°i °e²ení.
Mnoho ºák· zná pojmy, ale neví, co znamenají a jak je pouºít. P°íkladem m·ºe
být znalost pojmu kruºnice vepsané, ale neschopnost ºáka tuto kruºnici v daném troj-
úhelníku zkonstruovat. Autorky [23] uvád¥jí, ºe tito ºáci se zam¥°ují pouze na formální
stránku a chybí jim hlub²í porozum¥ní, které se p°i °e²ení snadn¥j²ích úloh nemusí
projevit. Je proto d·leºité, aby u£itelé cílen¥ diskutovali se ºáky, jak daným pojm·m
rozumí, a rozvíjeli tak jejich pochopení. U konstruk£ních úloh souvisí problematika
porozum¥ní také s formálním zápisem rozboru úlohy £i postupu konstrukce. šáci se
nazpam¥´ u£í symbolické zápisy, kterým ne vºdy rozumí. Pak je pro n¥ velice obtíºná
konstrukce hledaného útvaru.
Dal²í skupinou ºák· jsou ti, kte°í znají pojem, umí ho zkonstruovat, ale nerozumí
mu. P°íkladem m·ºe být osa úse£ky, kterou ºáci pomocí nau£eného postupu umí se-
strojit, ale mají problém s jejím vyuºitím v úloze, kde je zapot°ebí sestrojit mnoºinu
bod· stejn¥ vzdálených od dvou daných bod· (p°íklady je moºné najít v [23, str. 171]).
Je dobré, aby u£itelé p°edkládali ºák·m i úlohy, které nejsou pouze o konstrukci ur£ité
mnoºiny bod· dané vlastnosti, ale aby dokázali na základ¥ n¥jaké vlastnosti mno-
ºiny bod· ur£it, o jakou mnoºinu se jedná. Podle autor· [24, str. 28] to m·ºe u ºák·
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pomoci rozvíjet jejich schopnosti najít posloupnost krok· vedoucích k vy°e²ení dané
konstruk£ní úlohy, ale také podporovat experimentální a manipulativní fázi °e²ení. I to
bychom rádi otestovali v na²em výzkumu pomocí úlohy, která bude zam¥°ena na ur£ení
mnoºiny bod· dané vlastnosti (konkrétn¥ ekvigonály úse£ky a st°edu kruºnice opsané)
bez toho, abychom tyto pojmy uvedli v zadání.
3.5 Korektnost konstrukce
S porozum¥ním pojm·m a terminologií souvisí i to, zda ºáci p°i rýsování úlohy pro-
vádí korektní konstrukce. Jak uvád¥jí autorky [23], ºáci mají £asto správnou p°edstavu
výsledného útvaru, ale neznají posloupnost konstruk£ních krok·, která by k jeho narý-
sování vedla. P°íklady tzv. p°ibliºných konstrukcí u ºák· základních ²kol uvádí autorky
[23, str. 158]. Pro nás bude ve výzkumu zajímavé sledovat, zda se nekorektním kon-
strukcím dokáºí ºáci st°edních ²kol vyhnout, nebo je to i pro n¥ problémová £ást °e²ení.
K tomu vyuºijeme, ºe organizátorka výzkumu bude moci alespo¬ n¥které ºáky sledovat
i p°i jejich samostatném °e²ení úloh (hlavn¥ v pilotní studii). Pokusí se tak zachytit
jejich my²lenkové pochody a pokusy p°i konstrukcích jednotlivých útvar·. Dále se po-
kusíme zanalyzovat narýsované útvary, které ºáci odevzdají. Nap°. v úloze 4 (hlavní
studie) se budeme soust°edit na konstrukci vrcholu B, pro který je pot°eba sestrojit
te£nu k dané kruºnici a správn¥ ur£it jejich spole£ný bod dotyku.
3.6 Role jednotlivých £ástí konstruk£ní úlohy
Konstruk£ní úlohy se na st°edních ²kolách °e²í podle klasického schématu: rozbor,
postup konstrukce a jeho narýsování, zkou²ka, diskuse °e²itelnosti a ur£ení po£tu °e-
²ení (viz [19, str. 99]). Jak ale upozor¬uje Leischner [14], ºáci se soust°edí hlavn¥ na
nakreslení °e²ení (£asto bez rozboru) a na podrobný zápis postupu konstrukce. Chybí
zd·vod¬ování jednotlivých krok· (diskuse a zkou²ka), £ímº se vytrácí fáze dokazování,
kterou si ºáci u konstruk£ních úloh mají osvojit. Tento ºákovský problém se projeví
u sloºit¥j²ích úloh.
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P°i rozboru je ºák·m u£iteli doporu£ován dostate£n¥ obecný ná£rt °e²ení, ale jak
zmi¬ují autorky [23], n¥kte°í ºáci jsou schopni úlohu vy°e²it i bez vyuºití ná£rtu.
Dal²í skupinou jsou ºáci, kte°í si ná£rt nakreslí, ale pouºijí prototypický útvar, kv·li
n¥muº pak úlohu ²patn¥ vy°e²í. Bude pro nás ve výzkumu velmi zajímavé sledovat,
jakou d·leºitost má ná£rt pro ºáky. P°i analyzování ºákovských °e²ení se zam¥°íme
na to, jestli si ºáci v úlohách ná£rt d¥lají, jak moc je obecný a velký, zda v n¥m
ozna£ují v²echny prvky, a také jestli d¥lají pouze jeden ná£rt, nebo nap°. pro speciální
p°ípady kreslí dal²í. Také budeme zkoumat jakou funkci pro n¥ na£rtnutý obrázek má
z hlediska °e²ení celé úlohy (to zjistí organizátorka výzkumu z rozhovor·), a jestli pí²í
rozbor úlohy a správn¥ v n¥m argumentují.
Postup konstrukce na st°edních ²kolách je vyºadován pomocí symbolických zápis·
a má následovat po rozboru. Podle n¥ho pak má být narýsováno °e²ení úlohy [19,
str. 100]. Vondrová a Havlí£ková [23] uvád¥jí, ºe n¥kte°í ºáci mají problém popsat kon-
strukci krok po kroku slovy (v jejich výzkumu se v²ak jedná o ºáky základní ²koly,
u nichº nebyl vyºadován symbolický zápis konstrukce), ale dokáºí hledaný útvar po-
mocí konstruk£ních pom·cek zkonstruovat. Pro nás je otázkou, jak ºáci st°edních ²kol
ovládají symbolický zápis. Proto jsme do výzkumu za°adili úlohu (3 v hlavní studii),
kde je zadán popis konstrukce (symbolicky) a úkolem ºáka je, aby podle n¥ho dokázal
úlohu sestrojit. V ostatních úlohách musí ºák popis konstrukce sepsat. Pokud si nebude
v¥d¥t rady, poºádáme ho v rozhovoru, aby se pokusil postup popsat alespo¬ vlastními
slovy. Tím chceme sledovat, zda má ºák pouze problémy s ovládáním symboliky, nebo
i s posloupností jednotlivých krok· zápisu konstrukce. Samoz°ejm¥ nesmíme zapome-
nout vºdy porovnat postup konstrukce s rozborem, protoºe nesprávný rozbor úlohy
povede ºáka i k nesprávnému zápisu konstrukce, coº pak nelze vyhodnotit jako pro-
blém ºáka s popisem konstrukce, ale s rozborem úlohy. Druhým jevem, který budeme
pozorovat, je, zda ºáci dokáºí postup konstrukce sepsat hned po ukon£ení rozboru,
nebo dávají p°ednost konstrukci úlohy, a pak z ní zp¥tn¥ zapisují postup. To m·ºe
vést k nep°esným hypotézám s ohledem na obecnost úlohy a hledání v²ech moºných
°e²ení.
Nemén¥ d·leºitou £ástí konstruk£ních úloh je zkou²ka správnosti, která ov¥°í, zda
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v²echna °e²ení úlohy spl¬ují zadané podmínky (viz kapitola 2.1). Jak uvádí auto°i
[25, str. 192], správný postup konstrukce ur£í pouze v²echn moºná °e²ení úlohy, ale
aº zp¥tné p°ezkoumání sestrojených útvar· nám zajistí, ºe z °e²ení vylou£íme útvary,
které nevyhovují podmínkám úlohy. Podle na²ich zku²eností p°edpokládáme, ºe ºáci
tento fakt opomíjejí a za °e²ení úlohy povaºují po£et v²ech zkonstruovaných útvar·.
Takovou úlohu (4 v hlavní studii), kdy je pot°eba n¥která °e²ení zkou²kou vylou£it,
jsme p°idali do výzkumu, abychom si mohli na²i hypotézu potvrdit, nebo vyvrátit. Dále
organizátorka výzkumu zanalyzuje, zda sami ºáci v kaºdé úloze provedou zkou²ku p°ed
ur£ením po£tu °e²ení, nebo je k tomu organizátorka bude muset vyzvat.
V úlohách, které jsou zadány parametricky je nutné provést diskusi °e²itelnosti a ur-
£it existenci hledaného útvaru. Jak uvádí Leischner [15, str. 36] diskuse °e²itelnosti je
cenná pro rozvoj ºáka v oblasti geometrických p°edstav a kombinatorického my²lení.
Proto jsme do výzkumu za°adili parametrickou úlohu (2 v hlavní studii) a v rozhovo-
rech budeme sledovat, jak ºáci nad °e²ením úlohy (existencí a po£tem °e²ení) p°emý²lí,
zda si sami uv¥domují nutnost provedení diskuse, nebo ji naopak úpln¥ opomíjejí. Pro
diskusi jsme vybrali pouze jednodu²²í úlohu, aby ºáci, kte°í diskusi °e²itelnosti ned¥-
lají, byli schopni po vyzvání organizátorkou výzkumu podmínky existence a °e²itelnosti
úlohy b¥hem rozhovoru vymyslet a správn¥ ur£it.
Jak jsme zmínili v kapitole 2.1, konstruk£ní úlohy bývají £asto d¥leny na polohové
a nepolohové (viz [19, str. 100]). V závislosti na tomto d¥lení se ur£uje i po£et °e²ení
dané úlohy. Proto jsme do výzkumu za°adili oba typy úloh a organizátorka výzkumu
bude sledovat, jestli ºáci respektují, ºe u polohové úlohy musí za£ít umíst¥ním daného
prvku do roviny, a jak ur£í po£et °e²ení.
Na základ¥ vý²e vyjmenovaných problém·, které by ºáci s konstruk£ními úlohami mohli
mít, a z na²ich zku²eností p°edpokládáme, ºe ºáci budou nejvíce selhávat v následují-
cích úkonech. Vybrali jsme t°i obecné hypotézy ºákovských selhání, dal²í konkrétn¥j²í
jsou zmín¥ny v jednotlivých oddílech této kapitoly.
1. hypotéza: Nesprávné porozum¥ní °e²ení konstruk£ní úlohy. P°edpokládáme, ºe
se ºáci chybn¥ domnívají, ºe °e²ením konstruk£ní úlohy je narýsování jednoho
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konkrétního °e²ení úlohy, pop°ípad¥ sepsání popisu konstrukce. Tudíº opomíjejí
provedení zkou²ky £i diskuse °e²itelnosti, pokud to daná úloha vyºaduje. Proto
se budeme b¥hem výzkumu ºák· ptát, co je pro n¥ výsledkem konstruk£ní úlohy.
2. hypotéza: Nesprávné £i nedostate£né porozum¥ní mnoºinám bod· dané vlast-
nosti a jejich ²patné uºívání. šáci se b¥hem výuky na st°ední ²kole seznámí
s konkrétními mnoºinami bod· (viz kapitola 2.2), nau£í se je pojmenovat a ná-
sledn¥ narýsovat. Jenºe u °e²ení konstruk£ní úlohy je zapot°ebí pouºívat je obrá-
cen¥, tedy rozpoznat, na jaké mnoºin¥, nebo mnoºinách bod· leºí hledaný bod.
Mnoºinu bod· je pak zapot°ebí p°i konstrukci korektn¥ sestrojit, p°i popisu kon-
strukce um¥t správn¥ zapsat a p°i ur£ování po£tu °e²ení neopomenout v²echny
pr·se£íky konkrétních mnoºin bod·.
3. hypotéza: Nekomplexní rozbor úlohy spojený s vyuºíváním prototypických útvar·,
nekvalitním ozna£ením geometrických prvk· v obrázku a nedostate£n¥ promy²le-
nými záv¥ry rozboru. Z vlastní zku²enosti se domníváme, ºe ºáci p°i kreslení ná-
£rtu konstruk£ní úlohy budou pro nakreslení trojúhelníku vyuºívat prototypické
rovnostranné trojúhelníky, které jim pomohou myln¥ ur£it n¥jakou vlastnost
v trojúhelníku, pop°ípad¥ n¥jakou obecnou vlastnost opomenout. Dále p°edpo-
kládáme malé, nep°ehledné a nedostate£n¥ ozna£ené ná£rty, které omezí ºákovy







Je²t¥ p°edtím, neº se za£neme zabývat popisem výzkumu na²í práce, chceme zmínit
Rámcový vzd¥lávací program pro gymnázia, nebo´ p°eváºn¥ ºáci gymnázia budou res-
pondenty na²eho výzkumu. Z RVP pro gymnázia [1] jsme vybrali pouze ty výstupy,
které se dotýkají problematiky konstruk£ních úloh.
O£ekávané výstupy  ºák [1, str. 25]
• pouºívá geometrické pojmy, zd·vod¬uje a vyuºívá vlastnosti geometrických útvar·
v rovin¥ a v prostoru, na základ¥ vlastností t°ídí útvary,
• ur£uje vzájemnou polohu lineárních útvar·, vzdálenosti a odchylky,
• vyuºívá ná£rt p°i °e²ení rovinného nebo prostorového problému,
• °e²í polohové a nepolohové konstruk£ní úlohy uºitím v²ech bod· dané vlastnosti,
pomocí shodných zobrazení a pomocí konstrukce na základ¥ výpo£tu,
• °e²í planimetrické a stereometrické problémy motivované praxí.
Tyto výstupy jsou pro nás základním pilí°em do na²ich úvah o moºných chybách
a nedostatcích, se kterými se ºáci p°i °e²ení konstruk£ních úloh potýkají.
Výzkum rozvrhneme do n¥kolika £ástí, které nám pomohou co nejlépe odhalit vý²e
zmín¥né problémy ºák· a p°ípadn¥ objevit i nové, námi nep°edpokládané, nedostatky.
První £ástí výzkumu bude pilotní studie, která bude obsahovat v¥t²í po£et úloh. Ty pak
organizátorka výzkumu p°edloºí n¥kolika (2  3) ºák·m st°edních ²kol a provede s nimi
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zkoumání. Podle záv¥r· pilotní studie vybereme a upravíme úlohy do studie hlavní.
Ta bude provedena s ur£itým vzorkem ºák· a její výsledky podrobn¥ zanalyzujeme.
Budeme si v²ímat v²ech chyb, kterých se ºáci dopustili. Na záv¥r shrneme výsledky
celého výzkumu.
4.1 Metodologie
Cílem na²eho výzkumu je zjistit, jaké porozum¥ní konstruk£ním úlohám mají ºáci
st°edních ²kol, konkrétn¥ se zam¥°íme na °e²ení konstruk£ních úloh v trojúhelníku
pomocí mnoºin bod· dané vlastnosti. K tomuto zám¥ru vyuºijeme úlohy, které budou
ºáci °e²it individuáln¥ s organizátorkou výzkumu. Nejprve bude kaºdý ºák °e²it zadané
úlohy samostatn¥, pak s ním organizátorka povede rozhovor o jeho úvahách a postupu,
a p°itom bude sledovat problémy, které se b¥hem ºákova °e²ení vyskytly. Tyto problémy
se pokusíme následn¥ analyzovat.
4.1.1 Výb¥r úloh
Zvolili jsme ²est úloh, které ale pro hlavní studii plánujeme podle pilotní studie zre-
dukovat. Úlohy byly vybrány tak, aby se v nich mohly projevit zmín¥né problémy
z kapitoly 3. Dále jsme se inspirovali úlohami 17, které jsme uvedli v kapitole 2.2
v teoretické £ásti.
Poznámka: Protoºe jsme ºák·m nechali moºnost volby metody °e²ení vybraných úloh,
uvedli jsme v teoretické £ásti v oddíle 2.3 dal²í moºnosti °e²ení konstruk£ních úloh,
které se na st°edních ²kolách vyu£ují. Ty jsme demonstrovali na úlohách 810, které
jsou obdobou úloh z kapitoly 3.
V tomto oddíle nejprve uvedeme námi vybrané úlohy (bez °e²ení), a pak se poku-
síme o krátkou didaktickou analýzu p°edpokládaných chyb ºák· p°i jejich °e²ení.
Úlohy
1. Je dána úse£ka AB. Ur£ete a narýsujte mnoºinu v²ech bod· X, pro které platí
|∠AXB| = 75◦.
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2. Jsou dány body A,B,C, které tvo°í trojúhelník. Najd¥te v²echny body, které
mají od bod· A,B,C stejnou vzdálenost.
3. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník ABC, kdyº znáte velikosti vý²ky vc a t¥º-
nice ta.
4. Prove¤te konstrukci podle zadaného popisu konstrukce. Kolik bude mít úloha
°e²ení? (viz úloha 3 °e²ení C v teoretické £ásti)
1) k; k(S, 2, 5 cm)
2) A; A ∈ k
3) B; B ∈ k ∧ |∠ASB| = 150◦
4) h; h(A, 3, 5 cm)
5) τAB
6) A0; A0 ∈ h ∩ τAB




5. Je dána vý²ka vc = 3 cm. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li délka strany b = 4 cm
a velikost polom¥ru kruºnice vepsané ρ = 1 cm. (viz úloha 5 v teoretické £ásti)
6. Sestrojte trojúhelník KLM , jestliºe znáte délku strany k, vý²ky vk a velikost
úhlu κ. (obdoba úlohy 6 v teoetické £ásti)
V první úloze mají ºáci najít ekvigonálu úse£ky a ve druhé st°ed kruºnice opsané, ale
ani jeden z t¥chto pojm· jsme v zadání úlohy nezmínili, protoºe chceme zkoumat, jak
ºáci ovládají vlastnosti mnoºin bod· a následn¥ jejich konstrukci. V úlohách navíc
nejsou uvedeny ºádné délky úse£ek ani vzdálenosti bod·, bude pouze na ºácích, jak si
poradí s umíst¥ním bod· na papír.
T°etí úloha je zadána obecn¥, bez konkrétních £íselných údaj· a bez umíst¥ní
do roviny. Chceme zjistit, zda ºáci budou vyuºívat ná£rt p°i °e²ení úlohy, jestli se
vyhnou prototyp·m, jak dokáºí p°echázet z prostoru reprezentací (ná£rt) do prostoru
teoretického (záv¥r rozboru).
ƒtvrtá úloha testuje znalost a porozum¥ní symbolickým zápis·m v postupu kon-
strukce. Také nám odhalí, jestli ºák p°i rýsování pouºívá korektní konstrukce a ozna-
£uje v²echny pr·se£íky (a dál s nimi pracuje), zda rýsuje postupn¥ podle zadaných
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krok· a ºádné nep°eskakuje (a ani ºádné nevynechává); a jestli nebude mít problém
s libovolným umíst¥ním bodu A na kruºnici k.
Pátá úloha je klasickou st°edo²kolskou konstruk£ní úlohou, kde je vyºadován celý
postup °e²ení. Bude nás zajímat, jak ºák p°i °e²ení postupuje (posloupnost jeho krok·),
co povaºuje za zásadní £ásti p°i °e²ení a co je podle n¥ho °e²ením úlohy. Úloha je
navíc polohová a zárove¬ jsou zadány konkrétní metrické hodnoty zadaných prvk·, se
kterými by m¥l ºák b¥hem °e²ení pracovat. Je zde také za°azena konstrukce kruºnice
trojúhelníku vepsané a její vlastnosti (osa úhlu), které nemusí být pro kaºdého ºáka
známy nebo s nimi neumí správn¥ pracovat. Jako u p°edchozí úlohy i zde se zam¥°íme,
jak ºák ur£uje po£et °e²ení a ov¥°uje správnost svého postupu.
V ²esté úloze budeme pozorovat, jak ºáci zvládají parametrickou nepolohovou
úlohu. To se hlavn¥ projeví p°i ur£ování po£tu °e²ení a diskusi °e²itelnosti, ale také
p°i konstrukci trojúhelníku. Dále nás bude zajímat, jestli nebude pro ºáky sloºité, ºe
trojúhelník není ozna£en tradi£n¥ ABC, ale KLM (problematika prototyp·). Protoºe
je úloha nepolohová, zam¥°íme se na to, který zadaný prvek se ºák rozhodne umístit
do roviny.
4.2 Pilotní studie
Pro pilotní studii jsme vybrali t°i ºáky st°edních ²kol, a to dva maturanty z mate-
matiky na gymnáziu a jednoho ºáka 3. ro£níku st°ední pr·myslové ²koly, nebo´ nás
zajímaly i odli²nosti v jejich znalostech a p°ístupu k °e²ení úloh. V²ichni ºáci byli
organizátorce výzkumu známi. Zám¥rn¥ jsme nevybrali ºáky, kte°í konstruk£ní úlohy
práv¥ probírají ve ²kole (nebo je práv¥ probrali), protoºe jsme cht¥li v¥d¥t, co si ºáci
pamatují z konstruk£ních úloh s odstupem £asu.
S kaºdým z nich se organizátorka se²la individuáln¥ a p°edloºila jim k vypracování
vý²e zmín¥né úlohy. Na vypracování m¥li dostatek £asu a sm¥li pouºít pouze námi
ur£ené rýsovací pot°eby (jedno p°ímé pravítko, jeden trojúhelník s ryskou, kruºítko
a úhlom¥r), papír a tuºku. Organizátorka navíc vyuºila £asu a ºáky p°i samostatném
°e²ení pozorovala, aby z jejich projev· usoudila, jak asi uvaºují a p°i °e²ení postupují.
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Pak následoval spole£ný rozhovor ºáka s organizátorkou.
V²echny ºáky jsme ubezpe£ili o anonymit¥ a poºádali je, abychom si mohli spole£ný
rozhovor nato£it na video. Také nám odevzdali v²echny papíry, které vyuºili, abychom
m¥li moºnost vid¥t v²echny jejich pokusy o vy°e²ení úloh.
Kaºdý z ºák· pracoval necelých 90 minut samostatn¥ a rozhovory trvaly v pr·m¥ru
kolem 45 minut.
Z pilotní studie jsme zjistili, ºe n¥které úlohy jsou pro ºáky jednoduché, protoºe
k jejich vy°e²ení mají v²echny pot°ebné znalosti, jiné naopak pro neznalost zásadní
informace byly pro n¥ samostatn¥ ne°e²itelné. Nap°íklad v první úloze m¥li v²ichni
problém s konstrukcí ekvigonály úse£ky AB, ale p°i rozhovoru, kde se organizátorka
snaºila o postupné návodné rady, se ºák·m poda°ilo °e²ení i zkonstruovat.
Druhá úloha ºák·m ne£inila v·bec ºádné problémy, maturanti gymnázia m¥li mno-
ºinu °ádn¥ zkonstruovanou a znali i zm¥ny v poloze st°edu kruºnice opsané v závislosti
na volb¥ typu trojúhelníku. Proto jsme se rozhodli tuto úlohu v hlavní studii vynechat.
Za zmínku u této úlohy stojí, ºe ºák pr·myslové ²koly zvolil trojúhelník ABC rovno-
stranný, a tím do²el myln¥ k záv¥ru, ºe hledanou mnoºinou je st°ed kruºnice vepsané.
Na poºádání, aby si zvolil jiný typ trojúhelníku (nakreslil tupoúhlý), st°ed kruºnice
vepsané vylou£il a hledaný bod ur£il správn¥.
Ve t°etí a v páté úloze jsme po ºácích poºadovali celý postup °e²ení konstruk£ní
úlohy. Pouze jeden ºák vyuºíval rozbor k °e²ení úlohy, ostatní dva si pouze ve chvíli,
kdyº uº si nev¥d¥li rady s rýsováním pomohli pomocným ná£rtem. Za st¥ºejní £ást
°e²ení proto povaºovali práv¥ konstrukci jednoho konkrétního °e²ení (i kdyº t°etí úloha
byla zadána obecn¥). šádný z ºák· ve svém °e²ení neuvedl zkou²ku, pop°ípad¥ diskusi
°e²itelnosti. Na tyto £ásti se pak organizátorka zam¥°ila v rozhovorech, p°i nichº ºáci
pochopili, ºe pouze výsledné sestrojení trojúhelníku nelze povaºovat za °e²ení zadané
úlohy.
Jako £tvrtou jsme za°adili úlohu, kterou jsme hlavn¥ zkoumali, jestli ºáci zvládnou
zkonstruovat trojúhelník podle daného popisu konstrukce. Tyto úlohy a v tomto po°adí
ur£it¥ zachováme i do hlavní studie, protoºe zkoumaní ºáci ve t°etí a v páté úloze
nejprve rýsovali, a teprve poté psali popis konstrukce, a £tvrtá úloha po nich chce
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pravý opak. U jednoho ºáka jsme narazili na neznalost symbolu τAB, a proto jsme se
pátý bod popisu konstrukce rozhodli roz²í°it o popis této mnoºiny.
’está úloha byla pro v²echny ºáky snadná. Domníváme se, ºe to bylo tím, ºe v¥t²ina
v ní zkoumaných úkon· (postup p°i konstruk£ní úloze, konstrukce ekvigonály úse£ky,
°e²ení obecn¥ zadané úlohy, diskuse °e²itelnosti apod.) se uº projevila v p°edchozích
úlohách, takºe jsme se ji rozhodli pro hlavní studii vynechat. Jediné, na co jsme se
v této úloze zam¥°ili a cht¥li bychom zkoumat i dál, je problém prototypického ozna£ení
trojúhelníku ABC. Proto ve t°etí úloze p°ezna£íme rovnoramenný trojúhelník ABC
na trojúhelník KLM .
Ostatní zji²t¥né problémy, které ºáci s t¥mito úlohami m¥li, podrobn¥ popí²eme
v podkapitole Výsledky (viz oddíl 4.4) spole£n¥ s poznatky, které jsme zjistili v totoº-
ných úlohách b¥hem hlavní studie.
4.3 Hlavní studie
4.3.1 Výb¥r ºák·
Pro hlavní studii jsme oslovili gymnázium, které organizátorka výzkumu absolvovala.
Po dohod¥ s u£itelem matematiky byli k výzkumu vybráni maturanti z matematiky.
Hlavním d·vodem bylo, ºe ºáci niº²ích ro£ník· nem¥li kv·li zru²ení výuky £i online
výuce konstruk£ní úlohy je²t¥ probrané nebo jejich u£itelé nebyli ochotni poskytnout
ºáky k výzkumu, který se nev¥nuje aktuáln¥ probíranému u£ivu. Maturanti navíc tuto
moºnost p°ijali s nad²ením, ºe si ov¥°í, jak na tom jsou p°ed maturitou se znalostmi
v této oblasti.
Bylo osloveno 7 ºák· ze dvou r·zných t°íd £ty°letého gymnázia. Tito ºáci m¥li
p·vodn¥ absolvovat výzkum v hodinách matematiky a rozhovor s organizátorkou pro-
vést následn¥ o p°estávce. Protoºe se v²ak ve²kerá výuka p°esunula do online prostoru,
zkontaktovala se organizátorka individuáln¥ s kaºdým ze ºák· a domluvila si s nimi
konkrétní £as online hovoru.
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4.3.2 Vybrané úlohy
Po provedení pilotní studie byly do hlavní studie vybrány následující úlohy. Ke kaºdé
úloze je zárove¬ uveden základní seznam bod·, na které se b¥hem studie zam¥°ujeme.
e²ení úloh vybraných pro hlavní studii uvedeme v p°íloze.
1. Je dána úse£ka AB. Ur£ete a narýsujte mnoºinu v²ech bod· X, pro které platí
|∠AXB| = 75◦.
Co sledujeme:
• jak ºák pracuje s obecným zadáním (libovolná délka úse£ky AB)
• porozum¥ní úloze (jak chápe pojem mnoºina bod·)
• jak dokáºe ºák správn¥ ur£it hledanou mnoºinu a od·vodnit, pro£ jsou
°e²ením dva kruºnicové oblouky
• korektnost a znalost konstrukce (rozumí provedení jednotlivých krok·)
• znalost pojm· a jejich vlastností  úsekový a obvodový úhel, t¥tiva, st°ed
kruºnice opsané
2. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník KLM , kdyº znáte velikosti vý²ky vm a t¥º-
nice tk.
Co sledujeme:
• znalost vlastností rovnoramenného trojúhelníku a práci s nimi
• znalost t¥ºi²t¥ a jeho vlastností
• jestli ºák správn¥ pracuje s obecn¥ zadanou úlohou (hlavn¥ p°i ur£ení po£tu
°e²ení a provedení diskuse °e²itelnosti)
• jak ºák ur£uje prvek, který jako první umístí do roviny (úloh je nepolohová,
má moºnost výb¥ru)
• jaká je ºákova posloupnost £ástí, které v úloze provádí (ud¥lá nejd°íve roz-
bor, nebo hned rýsuje,. . . )
• jakým zp·sobem postupuje v rozboru
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• jak ºák zvládá, ºe trojúhelník není ozna£en obvyklým zna£ením △ABC
• diskusi °e²itelnosti  zvlá²t¥ volbu základny
3. Prove¤te konstrukci podle zadaného popisu konstrukce. Kolik bude mít úloha
°e²ení?
1) k; k(S, 2, 5 cm)
2) A; A ∈ k
3) B; B ∈ k ∧ |∠ASB| = 150◦
4) h; h(A, 3, 5 cm)
5) τAB; τAB = {X ∈ ρ : |∠AXB| = 90◦}
6) A0; A0 ∈ h ∩ τAB





• porozum¥ní jednotlivým krok·m
• zda ºák kreslí ná£rt obrázku, nebo ho podle zadaných hodnot rýsuje
• zda ºák postupuje postupn¥, nebo n¥které kroky rýsuje d°íve
• konstrukce jednotlivých mnoºin a bod·
• problém libovolného umíst¥ní bodu A na kruºnici k
• rýsování v²ech pr·se£ík· dvou mnoºin
• práce s více pr·se£íky a roz²í°ení úlohy o dal²í °e²ení
• ur£ení po£tu °e²ení
4. Je dána vý²ka vc o velikosti |CC0| = 3 cm. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li délka
strany b = 4 cm a velikost polom¥ru kruºnice vepsané ρ = 1 cm.
Co sledujeme:
• celkový postup p°i °e²ení úlohy (zda ºák dodrºuje formální strukturu)
• jak ºák p°istupuje k tomu, ºe je úloha polohová (umíst¥ní vý²ky vc do roviny,
a teprve pak hledání °e²ení)
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• jakým zp·sobem postupuje v rozboru (hledání st°edu kruºnice vepsané,
hledaní zbývajících vrchol·,. . . )
• rozbor, nebo pouze ná£rt obrázku
• ur£ení po£tu °e²ení úlohy
• ov¥°uje ºák, zda je jeho postup správný (zkou²ka)
• p°esnost konstrukce
4.3.3 Pr·b¥h testování
Kaºdý ºák obdrºel p°es email v domluveném £ase od organizátorky zadání úloh ve
formátu pdf a m¥l 60 minut na jeho vypracování. Poté se s ním organizátorka spojila
online a poprosila ho o zapnutí kamery a souhlas s nahráváním celého rozhovoru.
šák mohl p°i °e²ení pouºívat pouze svá pravítka, kruºítko, tuºku a papír. šádné
jiné pom·cky ani u£ební materiály mu nebyly povoleny. Organizátorka to nijak nekon-
trolovala, spoléhala na ºákovu £estnost, proto jsme moºnost poru²ování nastavených
pravidel ve výsledcích na²eho výzkumu nijak nezohled¬ovali.
K omezení £asu samostatné práce jsme se p°iklonili z n¥kolika d·vod·, hlavn¥ jsme
v²ak cht¥li zamezit tomu, aby ºák hledal °e²ení na internetu nebo v u£ebnicích, £ímº
by se zdrºoval.
Ve v¥t²in¥ p°ípad· m¥li ºáci po ukon£ení samostatné £ásti studie vypracovány £i
alespo¬ rozpracovány v²echny úlohy. Nena²el se nikdo, kdo by n¥které úlohy zám¥rn¥
vynechal a v·bec se nad nimi nezamý²lel. Po dokon£ení ºákovi samostatné práce se
s ním organizátorka spojila p°es Microsoft Teams a vyzvala ho ke spole£nému rozho-
voru.
Organizátorka m¥la do rozhovor· p°ipravené otázky, které se vztahovaly k p°ed-
pokládaným problém·m, nejprve v²ak vyzvala kaºdého ºáka, aby dle svého uváºení
zvolil po°adí úloh a postupn¥ okomentoval svá °e²ení a zmínil úvahy, podle kterých
postupoval. Je zajímavé, ºe v²ichni ºáci komentovali úlohy v zadaném po°adí, a to
i tehdy, kdyº nem¥li první úlohu vy°e²enou nebo alespo¬ rozpracovanou. Díky dosta-
te£né £asové dotaci i ochot¥ ºák· strávit rozhovorem s organizátorkou výzkumu i více
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neº 20 minut se poda°ilo s kaºdým ºákem prodiskutovat v²echny zadané úlohy. Na-
²ím cílem bylo kaºdou úlohu s ºákem do°e²it (pokud ji nem¥l vy°e²enou), aby poznal,
a snad i porozum¥l, °e²ení úlohy, nad kterou n¥jakou dobu p°emý²lel. šáci v²ak m¥li
velký zájem znát správná a kompletní °e²ení úloh. Díky tomu bylo pro organizátorku
výzkumu jednodu²²í diskutovat s ºáky o jejich °e²ení i dávat jim postupné návodné
rady, jak v °e²ení úlohy pokra£ovat.
Na záv¥r rozhovoru poºádala organizátorka ºáka, aby jí ve²keré popsané papíry
okopíroval a poslal na email. To nám poslouºilo pro lep²í orientaci p°i analýze výsledk·.
Po provedení v²ech testování organizátorka seskupila materiály od kaºdého ºáka,
kterými jsou kopie jeho °e²ení, nahrávka rozhovoru a soukromé poznámky organizá-
torky p°i pozorování ºákova °e²ení. Nejprve jsme ºákovská °e²ení analyzovali z hlediska
bod·, které jsme si u kaºdé úlohy stanovili, a p°itom jsme se snaºili si v²ímat i jev·,
které jsme p·vodn¥ nep°edjímali. To samé jsme provedli i u analogických úloh, které
°e²ili ºáci pilotní studie, £ímº je nám po£et °e²itel· daných úloh roz²í°il na 10 ºák·.
Následovalo sjednocení výsledk· podle jednotlivých úloh, abychom mohli porovnat
£etnost chyb a problém· ºák·. Ty jsme pak za£ali seskupovat do ur£itých kategorií
(inspirovali jsme se t°emi hlavními hypotézami a strukturou kapitoly 3). Protoºe na²e
studie má explorativní charakter, uvedeme ve výsledcích (viz kapitola 4.4) i takové
problémy, které se vyskytly pouze u jediného ºáka.
4.4 Výsledky
Nejprve budeme prezentovat ty jevy, které se objevily jen u dané úlohy. Poté se podí-
váme na v²echny úlohy z hlediska jev·, které jsme jako d·leºité identikovali v kapi-
tole 3.
1. úloha
e²ení této úlohy d¥líme na dv¥ skupiny. Do první spadají °e²ení ºák·, kte°í m¥li
znalost ekvigonály úse£ky a v¥d¥li, ºe jejím °e²ením jsou dva soum¥rné kruºnicové
oblouky. Druhou skupinou jsou °e²ení ºák·, kte°í nev¥d¥li, co je hledanou mnoºinou
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bod· X. P°i následných rozhovorech a s dopomocí organizátorky výzkumu se i t¥mto
ºák·m poda°ilo danou mnoºinu ur£it.
Jirka si b¥hem samostatné práce narýsoval jeden konkrétní trojúhelníkABX s úhlem
|∠AXB| = 75◦ tak, ºe nejprve narýsoval úhel a pak dorýsoval trojúhelník.
Organizátorka (dále budeme zna£it krátce  O): Jirko, bude takový troj-
úhelník pouze jeden, nebo by ²el sestrojit je²t¥ n¥jaký dal²í?
Jirka: Hmm. Je²t¥ by ²el ten na druhé stran¥. (Myslí osov¥ soum¥rný podle
úse£ky AB.)
O: A je²t¥ n¥jaký?
Jirka: Ne, to je v²echno.
O: Takºe hledanou mnoºinou v²ech bod· X budou pouze tyto dva body.
Jirka: Ano.
O: (Nakreslí dal²í bod X, pro který platí |∠AXB| = 75◦.) A co platí pro
tento bod X?
Jirka: (šák m¥°í úhlom¥rem a tvá°í se p°ekvapen¥.) Ten je taky °e²ením.
O: Budou je²t¥ n¥jaké body X, nebo uº je to v²echno?
Jirka: No, ty soum¥rné taky. (Narýsuje dal²í body X.) To bude kruºnice,
vlastn¥ dv¥ kruºnice.
O: A co tento bod. (Organizátorka kreslí bod na kruºnici, který je mimo
hledaný kruºnicový oblouk.)
Jirka: (pohledem ho zavrhne.) Ne, ten je tupý. Tak to budou jenom ty £ásti
kruºnic, ty v¥t²í.
Sou£ástí úlohy bylo hledanou ekvigonálu úse£ky AB správn¥ narýsovat. To samo-
statn¥ zvládli t°i ºáci, ale pouze jeden z nich dokázal bez pomoci organizátorky svou
konstrukci od·vodnit. Zbývající dva ºáci m¥li konstrukci nau£enou, ale v·bec nero-
zum¥li jejím jednotlivým krok·m. O£ekávali jsme, ºe ºáci se pokusí o vysv¥tlení této
konstrukce pomocí vlastností kruºnice (vyuºití te£en a t¥tiv), ale místo toho se spí²e
snaºili vyuºít matematické výpo£ty. Tento jev jsme zaznamenali u t°ech ºák·.
O: Jak jsi ur£il, kde leºí st°ed kruºnicového oblouku?
Tonda: No, je ur£it¥ na ose úse£ky AB, a pak jsem si dopo£ítal úhel ∠BAS
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a ten jsem narýsoval. S je pak jejich pr·se£ík.
O: A z £eho jsi úhel ∠BAS dopo£ítal?
Tonda: Z obvodového a st°edového úhlu. Z toho vím, ºe trojúhelník ABS
je rovnoramenný a ten úhel ∠ASB je 150◦, proto ty ostatní mají kaºdý 15◦,
protoºe jsou stejný.
Katka p°i sestrojení ekvigonály úse£ky pouºila znalost Thaletovy kruºnice, od které
odvozovala vlastnosti pro st°ed ekvigonály úse£ky.
Katka: St°ed Thaletovy kruºnice leºí uprost°ed úse£ky AB, takºe st°ed S
(st°ed ekvigonály úse£ky) musí leºet na ose.
O: Jak ur£í², kde p°esn¥ na té ose bude leºet?
Katka: No, kdyº u Thaletovy kruºnice je úhel ∠ABS nula, a ten úhel ∠AXB
je 90◦, tak u t¥ch oblouk· musí být taky sou£et 90◦ a víme ze zadání, ºe
velikost |∠AXB| je 75◦, takºe ten úhel ∠ASB musí být 15◦.
Ostatní ºáci si matn¥ vybavovali rýsovaní n¥jakých polop°ímek a úhl·, ale p°esnou
konstrukci nedokázali provést. Proto se je organizátorka snaºila navést na správnou
konstrukci pomocí znalostí vlastností t¥tiv a te£en ke kruºnici. Ale dva ºáci ani pomocí
t¥chto rad na °e²ení nep°i²li a organizátorka jim ho musela p°edvést.
2. úloha
Ani jeden ºák nem¥l problém odhalit, ºe v rovnoramenném trojúhelníku splývá vý²ka
k základn¥ s její t¥ºnicí. Pouze u jednoho ºáka jsme zaznamenali, ºe se mu pletou
pojmy vý²ka a t¥ºnice v trojúhelníku. Ale poté, co mu organizátorka na jeho ºádost
poradila, úlohu uº dokázal vy°e²it. Také nikdo z ºák· nem¥l problém s ur£ením t¥ºi²t¥.
Tato úloha byla jedinou nepolohovou úlohou, kterou jsme do výzkumu za°adili.
Ukázalo se, ºe v¥t²ina ºák· si tento pojem nepamatuje nebo ho nezná. Pouze £ty°i ºáci
m¥li uvedeno, ºe se jedná o nepolohovou úlohu, ale pouze jeden z nich to zohlednil p°i
ur£ování po£tu °e²ení. U Luká²e, který hned na za£átku ozna£il úlohu za nepolohovou,
bylo zajímavé, ºe dále pokra£oval v °e²ení, aniº by n¥jaký zadaný prvek umístil do
roviny.
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O: Jak postupuje² poté, co si nakreslí² ilustra£ní obrázek?
Luká²: No n¥jak vymyslím, jak za£nu. Já si zvolil p°ímku p a pak jsem k ní
narýsoval rovnob¥ºku q, aby byly od sebe o to vm.
O: A jak bude² pokra£ovat dál?
Luká²: Zvolím na té p°ímce p libovoln¥ bod S (st°ed úse£ky KL) a z n¥j
pak ud¥lám kolmici k té p°ímce p.
Je zajímavé, ºe také Jirka neza£ínal úlohu °e²it tím, ºe by umístil vý²ku nebo t¥ºnici
do roviny, ale op¥t narýsoval nejprve p°ímku, a k ní pak kolmici. P°i rozhovoru oba
uvedli, ºe je v·bec nenapadlo za£ít jedním ze zadaných prvk·, kdyº nem¥ly dány jejich
konkrétní hodnoty.
Dále byla tato úloha jedinou parametrickou úlohou na²eho výzkumu, proto jsme
se domnívali, ºe ºáci k tomuto faktu p°ihlédnou a provedou alespo¬ krátkou diskusi
°e²itelnosti. To se v²ak nestalo. Ani jeden ºák neuvaºoval o po£tu °e²ení v závislosti
na prom¥nných. Organizátorka se proto ºák· p°i rozhovoru ptala, jestli jim rýsováním
vy²la opravdu v²echna °e²ení, a zda by mohla vzniknout je²t¥ n¥jaká navíc (pop°ípad¥
by se mohla n¥jaká ztratit), pokud by zvolili jiné délky t¥ºnice tk a vý²ky vm. Pouze
dva ºáci její radu pochopili a za£ali se nad hodnotami t¥ºnice tk a vý²ky vm zamý²let.
Tonda: Aha, takºe to znamená, ºe musím ur£it vztah mezi tk a vm tak, aby
ten trojúhelník KLM vznikl?
O: Ano.
Tonda: Takºe t°eba tk < vm.
O: N¥co takového, ale doporu£uji procházet popis konstrukce, a v n¥m hle-
dat kroky, kdy by mohlo dojít k nesestrojení n¥jakého pr·se£íku, pop°ípad¥
trojúhelníku KLM .
Tonda: Dob°e. T¥ºi²t¥ sestrojím vºdycky, tu kruºnici (se st°edem v t¥ºi²ti
a polom¥rem 2
3
tk) a kolmici (p°ímka kolmá k vm, která prochází st°edem
úse£ky KL) taky, a pak uº jen ty body K,L. Tam asi problém není.
O: A stane se vºdycky, pro libovolné hodnoty, ºe se ti kruºnice a kolmice
protnou?
Tonda: Jasn¥, kdyº se mi neprotnou, tak nevzniknou body K a L.
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O: Ano, p°esn¥ tak. A kdy to nastane?
Tonda: No, kdyº ten polom¥r kruºnice bude men²í neº vzdálenost t¥ºi²t¥
a st°edu KL.
O: A co kdyº se budou ty hodnoty rovnat?
Tonda: Tak to bude úse£ka, takºe trojúhelník nevznikne.
Zbývajícím ºák·m musela organizátorka více poradit a vysv¥tlit jim, ºe pokud si zvolí
jiné hodnoty t¥ºnice tk a vý²ky vm, pak jim trojúhelník nemusí v·bec vzniknout. I p°es
ve²keré úsilí nebyl jeden ºák schopen ur£it vztah mezi t¥ºnicí tk a vý²kou vm. Bohuºel
organizátorka nem¥la moºnost vyuºít GeoGebru, aby ºákovi situaci je²t¥ lépe p°iblíºila,
a proto musela danému ºákovi vztah t¥chto zadaných prvk· prozradit a následn¥
vysv¥tlit.
Selhání ºák· v ur£ení diskuse °e²itelnosti vedlo organizátorku p°i rozhovorech s ºáky
k otázce:Vybavuje se ti n¥jaké úloha ze ²koly, kde byste museli provád¥t takovouto
diskusi ohledn¥ po£tu °e²ení? V¥t²ina ºák· uvedla, ºe podobnou úlohu nikdy ned¥lali,
nebo si to nepamatují. Dva maturanti (z pilotní studie) uvedli, ºe se s diskusí °e²itel-
nosti setkali v jedné nebo dvou úlohách v seminá°i k maturit¥, ale protoºe jim u£itel
°ekl, ºe z toho nebude písemka, ani se to neobjeví ve státní maturit¥, tak se tomu více
nev¥novali.
3. úloha
Tuto úlohu bychom se dovolili ozna£it jako pro ºáky nejjednodu²²í, nebo´ dva ºáci ji
m¥li správn¥ vy°e²enou, ostatní s ní m¥li pouze díl£í problémy. Nikdo z ºák· nem¥l
problém s umíst¥ním bodu A libovoln¥ na kruºnici k. Také jsme nezaznamenali, ºe
by ºáci p°i rýsování p°eskakovali n¥které kroky v popisu konstrukce, a to ani tehdy,
pokud nev¥d¥li, jak se mnoºina z daného kroku rýsuje.
Z hlediska porozum¥ní jednotlivým krok·m popisu konstrukce jsme p°i výzkumu
zaznamenali problém pouze s neznalostí znaku τAB. Dv¥ma ºák·m hlavní studie ne-
pomohl ani jeho mnoºinový zápis. Ve dvou p°ípadech jsme také narazili na problém
s neznalostí konstrukce Thaletovy kruºnice, konstrukce ostatních mnoºin a pr·se£ík·
ºák·m ne£inila problémy.
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P°i konstrukci se ºáci snaºili o narýsování celé mnoºiny, nap°íklad rýsovali celé
kruºnice, nikoli pouze jejich £ásti. P°ímky a polop°ímky zakreslovali v dostate£né délce.
Snaºili se, aby jim ºádný pr·se£ík neunikl. Katka se snaºila o co nejvíce p°ehlednou
konstrukci, takºe rýsovala pouze jedno °e²ení.
O: Katko, ten pr·se£ík A0 lze sestrojit pouze jeden?
Katka: Ne, je²t¥ bude druhý, ale ten jsem nezakreslila.
O: Pro£?
Katka: Zbyte£n¥ bych tam pak m¥la moc £ar a obrázek by byl nep°ehledný.
Líp se v tom takhle vyznám. Vadí ti?
O: Ne, zatím ne. A jak poté ur£í² po£et °e²ení úlohy?
Katka: No, (chvíli p°emý²lí), projdu si tu konstrukci znovu, a pak je spo-
£ítám.
Kdyº se organizátorka s Katkou dostala v rozhovoru na ur£ení po£tu °e²ení, ukázalo
se, ºe Katka nemá dostate£nou p°edstavivost, aby dokázala správný po£et °e²ení ur£it.
Nezbývalo jí nic jiného, neº si i dal²í pr·se£íky narýsovat.
Na rozdíl od Katky, která se snaºila o p°ehlednou konstrukci, se dva ºáci do kon-
strukce tak zamotali, ºe m¥li n¥které pr·se£íky ²patn¥ ozna£eny, a tím m¥li ²patn¥
vy°e²enou i celou úlohu. Jejich selhání se projevilo aº p°i rozhovorech, kdy se ²patn¥
orientovali ve svém °e²ení a t¥ºko ho popisovali. Martina byla tak zmatená, ºe si kon-
strukci b¥hem rozhovoru za£ala znovu rýsovat, aby dokázala jednotlivé kroky svého
postupu popsat.
Problém, ve kterém v¥t²ina selhala, bylo narýsování dvou r·zných bod· B (t°etí
bod popisu konstrukce). Nakreslili si totiº pouze jeden bod B. Coº by nevadilo, pokud
by ten druhý nezapomn¥li uvést p°i ur£ování po£tu °e²ení úlohy. To ale neopome-
nuli pouze dva ºáci, kte°í správn¥ ur£ili £ty°i °e²ení zadané úlohy. Ostatní rýsováním
sestrojili pouze dva r·zné trojúhelníky.
Tento fakt jsme porovnali s konstrukcí bodu A0 (v ²estém kroku popisu konstrukce),
jako pr·se£íku dvou jiº sestrojených mnoºin. Je zajímavé, ºe ºádný ºák neopomenul
sestrojit i druhý bod A0. Z toho jsme u£inili záv¥r, ºe kdyº mají ºáci sestrojit bod
s n¥jakou vlastností (nap°. bod B), soust°edí se na jeho konstrukci, nikoli na jeho
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dal²í moºné konstrukce. Pokud je v²ak hledaný bod pr·se£íkem dvou jiº sestrojených
mnoºin, tak ºáci hledají v²echna °e²ení. To potvrdili i rozhovory s ºáky, kte°í uvád¥li, ºe
je v·bec nenapadlo zamyslet se nad tím, zda lze provést je²t¥ n¥jakou dal²í konstrukci
bodu B, kdyº uº jednu provedli.
4. úloha
Tato úloha je klasickou st°edo²kolskou úlohou, proto jsme se u ní zam¥°ili i na formální
strukturu, podle níº ºáci pracují. Ve v¥t²in¥ p°ípad· si ºáci nejprve nakreslili ilustra£ní
ná£rt, p°i kterém vymysleli první kroky konstrukce, poté provedli konstrukci úlohy.
Aº následn¥ sepsali popis konstrukce a ur£ili po£et °e²ení. Pouze dva ºáci po ná£rtu
provedli i rozbor celé úlohy. Domníváme se, ºe vynechávání rozboru úlohy vede u ºák·
ke ²patnému ur£ení po£tu °e²ení, který byl velmi £astou ºákovskou chybou.
Úloha je polohová, ale ºáci tento fakt nijak nezohlednili. Dokonce v¥t²ina z nich
za£ala úlohu °e²it volbou libovolné p°ímky p, ke které pak zkonstruovali kolmici s pa-
tou C0, a bod C pak ur£ili pomocí kruºnice se st°edem v bod¥ C0 a polom¥rem vc.
Filip dokonce za£al úlohu umíst¥ním úse£ky AC. V umíst¥ní prvního prvku do roviny
jim nenapov¥d¥lo ani návodné zadání, které za£íná slovy Je dána vý²ka vc. Jak jsme
jiº zmínili u výsledk· 2. úlohy, ºáci pojem polohovosti neznají a nepouºívají.
Sou£ástí této úlohy bylo také zjistit, zda ºáci dokáºí n¥která °e²ení, která neodpo-
vídají zadaným hodnotám, z celkového po£tu °e²ení vylou£it. Tento jev se nám v²ak
nepoda°ilo prozkoumat, nebo´ ani jeden ºák nenarýsoval tato p°ebyte£ná °e²ení. Nao-
pak u v²ech ºák· do²lo p°i konstrukci této úlohy ke ztrát¥ °e²ení. Hlavní p°í£inou bylo
²patné porozum¥ní dv¥ma mnoºinám  ekvidistant¥ p°ímky a ose úhlu. Místo dvojice
p°ímek stejn¥ vzdálených od dané p°ímky rýsovali pouze jednu a osu úhlu chápali jako
polop°ímku, která leºí mezi d°íve sestrojenými rameny úhlu.
V¥t²ina ºák· vyuºila ke konstrukci st°edu kruºnice vepsané osu úhlu. Problémem
bylo, ºe ºáci nerozli²ují mezi pojmy osa dvou r·znob¥ºných p°ímek (viz denice 20)
a osa vnit°ního úhlu (viz denice 21). V trojúhelníku automaticky p°edpokládají, ºe
pracují s osou úhlu. Proto u nich docházelo ke ztrátám °e²ení. P°i rozhovorech se
tomuto jevu organizátorka v¥novala.
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O: Co si p°edstaví² pod pojmem osa úhlu?
Tereza: No, tu polop°ímku uprost°ed úhlu.
O: Dob°e. A ty má² zadaný p°esn¥ ten úhel?
Tereza: Ano (ukazuje na úhel ∠CAC0).
O: A opravdu jsou AC a AC0 jenom polop°ímky?




AC0) jsou to p°ímky.
O: Správn¥. Takºe kdyº bude² d¥lat osu t¥chto p°ímek, bude jí tebou na-
rýsovaná polop°ímka?
Tereza: Ne, bude to celá p°ímka.





svírají jenom jeden úhel?
Tereza: (Chvíli p°emý²lí.) Ne, je²t¥ svírají ten druhý. Takºe ta osa bude
i ta druhá p°ímka? (Rýsuje kolmici k ose.)
Obdobný rozhovor prob¥hl se v²emi ºáky, kte°í pouºili k °e²ení osu úhlu. šádný
z nich ji nem¥l narýsovanou správn¥.
4.4.1 Obtíºe ºák· z hlediska jev· p°edstavených v kapitole 3
V této kapitole se zam¥°íme na to, zda se i u ºák· st°edních ²kol projevily stejné obtíºe,
jako byly identikovány u ºák· základních ²kol (viz kapitola 3).
Prostor reprezentací vs. teoretický prostor
B¥hem výzkumu se prokázalo, ºe práv¥ n¥kolikerý p°echod mezi prostorem reprezen-
tací a teoretickým prostorem v jedné konstruk£ní úloze je pro ºáky náro£ný. Spousta
chyb a ²patných úvah pramenila z toho, ºe ºáci po nakreslení ná£rtku neud¥lali rozbor
úlohy v teoretickém prostoru, ale za£ali rovnou rýsovat. Protoºe i konstrukce probíhá
v prostoru reprezentací, ºáci m¥li velké problémy se zobecn¥ním úlohy a ur£ením v²ech
°e²ení. Nap°íklad Martina si ve £tvrté úloze nakreslila pouze ilustra£ní ná£rt a úlohu
hned za£ala rýsovat. Podle ná£rtku zjistila, ºe hledaný st°ed kruºnice vepsané leºí ve
vzdálenosti ρ od stran trojúhelníku. Protoºe m¥la dv¥ strany ur£eny, za£ala rýsovat
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rovnob¥ºné p°ímky s t¥mito stranami ve vzdálenosti ρ. Ke kaºdé stran¥ v²ak nakreslila
pouze jednu rovnob¥ºku, a to takovou, která na ná£rtku procházela vnit°kem trojúhel-
níku. Kdyby provedla obecný rozbor úlohy v teoretickém prostoru, ur£ila by, ºe st°ed
kruºnice vepsané leºí na ekvidistantách p°ímek, jejichº sou£ástí jsou strany trojúhel-
níku, a tím by nep°i²la o dal²í °e²ení úlohy.
S druhou úlohou, která byla parametricky zadána, pracovali ºáci jako s úlohou
s konkrétními hodnotami zadaných prvk·, zvolili si n¥jaké konkrétní, i kdyº libovolné,
hodnoty pro tk a vm a s t¥mi dále pracovali. Bylo pro n¥ obtíºné p°emý²let o úloze
v teoretickém prostoru. To se také projevilo, kdyº m¥li ur£it kompletní °e²ení této
úlohy. šáci ur£ili po£et °e²ení pouze pro jimi zvolené konkrétní délky, nikoli v²ak
pro obecné hodnoty. V¥t²ina z nich byla p°i rozhovoru p°ekvapena, ºe jejich ur£ení
po£tu °e²ení není záv¥rem této úlohy. Jenom dva ºáci po upozorn¥ní organizátorkou
°e²ení úlohy zobecnili s ohledem na její obecné zadání. Tím se nám prokázalo, ºe si
ºák neuv¥domuje, ºe jeho konstrukce je pouze jedním reprezentantem obecné mnoºiny
°e²ení.
Obecnost vs. konkrétnost
Obecné zadání v první úloze ned¥lalo ºák·m ºádné problémy. V²ichni narýsovali
úse£ku AB libovolné délky.
Ve druhé úloze se s obecn¥ zadanými prvky potýkali h·°e. Jedna ºákyn¥ p°i rozho-
voru uvedla, ºe v celé této úloze ji práv¥ obecn¥ zadané prvky £inily nejv¥t²í problémy,
a ºe si v·bec nebyla jistá svým °e²ením. Petr si necht¥l p°ipustit, ºe by m¥l pracovat
s obecn¥ zadanými prvky, a proto se snaºil n¥jaké konkrétní hodnoty najít. Vyuºil
k tomu znalost kolmosti vý²ky.
Petr: Ta tk je, protoºe to je zárove¬ vý²ka, kolmá k
←→
KL a úhel mezi nimi
je 90◦.
O: Ano, to je správná my²lenka. A co dál?
Petr: No, snaºil jsem se dopo£ítat ostatní úhly. Ale nev¥d¥l jsem jak. (Chvíli
p°emý²lí.) Tak jsem za£al rýsovat a ten úhel (ukazuje na úhel ∠LKM) jsem
n¥jak odhad, ºe bude 70◦. A pak uº to v pohod¥ ²lo dod¥lat.
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Organizátorka výzkumu Petra následn¥ upozornila, ºe v geometrii nelze nic n¥jak
odhadnout a pokusila se mu poradit, a´ za£ne °e²it úlohu znova tak, ºe umístí jeden
ze zadaných prvk· do roviny, a pokud mu to pom·ºe, a´ si k zadaným prvk·m zvolí
konkrétní délky. To Petrovi velice pomohlo a úlohu uº pouze s malou dopomocí dokázal
vy°e²it.
Obecnost druhé úlohy se v²ak nejvíce projevila p°i ur£ování po£tu °e²ení a diskusi
°e²itelnosti. Ukázalo se, ºe v²ichni ºáci povaºují za °e²ení úlohy ty, které se jim po-
da°í narýsovat (p¥t ºák· navíc vºdy rýsovalo pouze jediné °e²ení). Téma po£tu °e²ení
musela tedy organizátorka výzkumu s ºáky p°i rozhovoru rozebírat.
O: Kolik bude mít úloha °e²ení?
Lucka: Asi jedno, vy²lo mi to rýsováním.
O: A nemohla jsi p°i rýsování na n¥co zapomenout?
Lucka: Ne, narýsovala jsem postupn¥ v²echny kroky.
O: Tak si znovu projdi postupn¥ v²echny kroky popisu konstrukce a u kaº-
dého bodu p°emý²lej, jestli jsi nezapomn¥la narýsovat n¥jaký pr·se£ík.
Lucka: (Postupn¥ prochází jednotlivé kroky popisu konstrukce) T¥ºi²t¥ je
jenom jedno, kruºnice l také (myslí kruºnici l(T, 2
3
tk). Takºe °e²ení je jedno.
O: Je²t¥ nejsme na konci popisu konstrukce, takºe pokra£uj. Na záv¥ry je
je²t¥ brzy.
Lucka: No, tak dál uº jsou jenom body K,L. Ten bod K pr·se£ík l a p
(p je kolmice k vm, která prochází st°edem úse£ky KL). Takºe to je ten K.
O: A co kdyº si tu kruºnici narýsuje² celou?
Lucka: (p°edstaví si celou kruºnici) Aha, pak m·ºe být je²t¥ jeden bod K,
takºe °e²ení jsou dv¥.
Tím se u Lucky projevil dal²í jev, který ºák·m m·ºe znemoºnit správné ur£ení po£tu
°e²ení, a to je rýsování pouze £ástí daných mnoºin.
Problematika prototyp·
P°i kreslení ná£rt· se potvrdila na²e hypotéza, ºe ºáci si budou kreslit ostroúhlý troj-
úhelník. Navíc se také £asto stávalo, ºe si ºáci na£rtli rovnostranný trojúhelník a z n¥ho
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odvozovali vlastnosti pro trojúhelník obecný. Nap°íklad Lucka se ve £tvrté úloze na
základ¥ ²patného ná£rtku domnívá, ºe bod dotyku kruºnice vepsané splyne s patou
vý²ky.
Ve druhé úloze jsme místo obvyklého zna£ení △ABC zvolili pro vrcholy troj-
úhelníku ozna£ení K,L,M . Z rozhovor· s ºáky jsme zjistili, ºe ºák·m st°edních ²kol
netradi£ní ozna£ení trojúhelníku ne£iní problémy.
Za prototypické m·ºeme také povaºovat jevy, kdy se ºáci p°i rýsování snaºí dodrºet
standardní zobrazení trojúhelníku, tedy úse£ku AB narýsovat ve vodorovné poloze.
To se projevilo nap°íklad ve £tvrté úloze, kdy pouze jeden ºák narýsoval vý²ku CC0
vodorovn¥, ostatní ji rýsovali ve svislé poloze. Nedokázali se totiº odpoutat od vizuální
p°edstavy umíst¥ného trojúhelníku v rovin¥.
Problematika porozum¥ní pojm·m, zápis·m, terminologii,...
Nap°í£ úlohami jsme u ºák· zaznamenali problém správného ur£ení mnoºiny bod·
dané vlastnosti. A to nejen v první úloze, která byla na tento jev zam¥°ena, ale i p°i
hledání °e²ení druhé a £tvrté úlohy. šáci £asto opomíjeli, ºe ekvidistantou p°ímky jsou
dv¥ rovnob¥ºné p°ímky, ekvigonálu úse£ky tvo°í dva kruºnicové oblouky, a ºe osou
úhlu dvou p°ímek není pouze jedna p°ímka. Na základ¥ t¥chto mylných úvah pak ºáci
ztráceli °e²ení v daných úlohách.
U jednoho ºáka jsme navíc v první úloze narazili na problém porozum¥ní tomu,
co znamená formulace ur£ete mnoºinu bod· X  . B¥hem rozhovoru vyplynulo, ºe ºák
hledal plochu, kterou vyplní sestrojené trojúhelníky ABX. Nejprve se domníval, ºe
výsledkem bude výse£ bod· ohrani£ená stranami trojúhelníku ABX, a poté pouze
obvod konkrétního trojúhelníku ABX. Aº po diskusi s organizátorkou ºák pochopil,
ºe hledá útvar, který tvo°í mnoºina v²ech bod· X s danou vlastností.
Korektnost konstrukce
šáci se b¥hem provád¥né studie snaºili o korektní konstrukce. V¥t²ina z nich rýso-
vala celé kruºnice i dostate£né reprezentace p°ímek, aby jim neunikl ºádný pr·se£ík.
I kvalita rýsování byla dobrá.
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Ve £tvrté úloze se nám prokázal p°edpokládaný jev, kdy ºáci m¥li problém s narý-
sováním te£ny ke kruºnici z daného vn¥j²ího bodu C (p°i neznalosti spole£ného bodu
dotyku). Pouze jeden ºák b¥hem samostatné práce zkonstruoval te£nu pomocí Thale-
tovy kruºnice. Ostatní ºáci na dotaz organizátorky uvedli, ºe tam tu te£nu odhadem
n¥jak narýsovali . Správnou konstrukci provedli aº p°i rozhovoru a za pomoci rad
organizátorky.
Aneta k °e²ení tohoto jevu vyuºila znalosti geometrických zobrazení, konkrétn¥
osovou soum¥rnost.
O: Jak sestrojí² hledanou te£nu
←→
CB?
Aneta: Vyuºiju toho, ºe vím, ºe p°ímka
←→
CS (S je st°ed dané kruºnice,
která je kruºnicí vepsanou) je osa úhlu ∠ACB, kde jedno rameno úhlu
mám (ukazuje na polop°ímku
−→




O: Zajímavé, a jak ho sestrojí²?
Aneta: To je uº snadné. Zvolím n¥jaký bod na p°ímce
←→
CA, t°eba A a p°e-
nesu ho na druhou stranu podle p°ímky
←→




Aneta byla jedinou ºákyní ve výzkumu, která p°i °e²ení úloh vyuºívala geometrická
zobrazení, která jsme uvedli v kapitole 2.3.
Role jednotlivých £ástí konstruk£ní úlohy
• ROZBOR
Za pozornost stojí zp·sob, jakým ºáci vnímali rozbor úlohy. V¥t²ina ºák· si pro
ilustraci nakreslila malý obrázek, do kterého zakreslili prvky ze zadání, krátce
pop°emý²leli nad °e²ením úlohy a ²li ji hned rýsovat. P°i rýsování pak vymý²leli,
jak postupovat a úlohu do°e²it.
O: Jak postupuje² p°i °e²ení úlohy?
Lucka: No, nejprve si ud¥lám rychlej ná£rtek, abych si dokázal p°ed-
stavit situaci, a pak jdu hned rýsovat.
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O: Takºe nijak nevymý²lí² °e²ení b¥hem kreslení obrázku?
Lucka: Jo, to jo, vymyslím, jak za£nu, a pak jdu rýsovat. A kdyº nevím,
jak dál, tak se vrátím k ná£rtku.
Pouze dva ºáci provád¥li s ná£rtem i rozbor celé úlohy. Ten se snaºili zapsat
pomocí symbolického zápisu.
• POPIS KONSTRUKCE
Ve t°etí úloze se nám potvrdilo, ºe pro ºáky je mnohem jednodu²²í ze zadaného
popisu konstrukce provést konstrukci, neº na základ¥ narýsovaného útvaru se-
psat správn¥ popis konstrukce. Z rozhovor· s organizátorkou výzkumu jsme se
dozv¥d¥li, ºe je pro ºáky obtíºné pamatovat si v²echny symbolické zápisy, jak
se který prvek zapisuje a navíc neopomenout ºádnou podmínku. Také ºák pr·-
myslové ²koly, který m¥l se zápisy nejv¥t²í problémy, byl p°ekvapen, kdyº ho
organizátorka vyzvala, aby sv·j postup zapsal spí²e slovy neº pomocí symboliky.
Domníval se, ºe takový zápis není úplný, a tedy ani korektní.
B¥hem zápis· konstrukce ve druhé a £tvrté úloze se u ºák· objevili r·zné chyby,
nap°íklad Sm ∈ p pro zápis p°ímky procházející bodem a o∠ACX pro zápis osy
úhlu. ƒasto byl k zápisu pouºíván je²t¥ nesestrojený bod, nebo byla zapsána
konstrukce mnoºiny, která dále nebyla vyuºita k °e²ení úlohy. Také bylo zajímavé
sledovat, jak ºáci ve druhé úloze zapí²í konstrukci t¥ºi²t¥. Objevily se tyto zápisy
(n¥které jsou dokonce nep°esné):
T ; |TSKL|+ |TM | = vm
T ;H(M, 2
3
vm) : SKL → T
T ;T ∈ SKLM, |MT | = 2 · |TSKL|.
Kdyº s ºáky tento zápis t¥ºi²t¥ organizátorka °e²ila a navrhla jim, zda by mohli
sv·j zápis nahradit zápisem slovním, ºáci tomu moc ned·v¥°ovali. Tvrdili, ºe
popis musí být vºdy napsán pomocí znak· , aby byl správný. Pouze studenti
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gymnázia z pilotní studie m¥li t¥ºi²t¥ zapsáno slovn¥. V rozhovoru uvedli, ºe jim
u£itel zd·raz¬uje, ºe ne v²echno musí být zapsáno pomocí symbolických znak·.
Z rozhovor· organizátorka zjistila, ºe ºáci preferují nejprve ná£rt (pro ilustraci
situace) a rýsování hledaného útvaru a popis konstrukce provádí aº následn¥.
Filip p°i rozhovoru uvedl:popis konstrukce, to je jen zápis pro u£itele, aby v¥d¥l,
jak jsem p°i rýsování postupoval, jinak bych ho psát nemusel. Ani ostatní ºáci
nevnímali popis konstrukce jako st¥ºejní £ást °e²ení.
• ZKOU’KA SPRÁVNOSTI
šáci zkou²ku ani jakékoli zamy²lení nad správností jejich °e²ení neprovádí. Po
dopsání popisu konstrukce ur£í po£et °e²ení, v¥t²inou na základ¥ po£tu narýso-
vaných hledaných útvar·, a více nad úlohou nep°emý²lí.
4.5 Diskuse
Z námi p°edpokládaných jev·, se kterými by m¥li mít ºáci st°ední ²koly p°i °e²ení
konstruk£ních úloh problémy, se n¥které z nich nepotvrdily, coº sv¥d£í o zvý²ení jejich
znalostí a zlep²ení matematického uvaºování od dob, kdy byli na základní ²kole. P°í-
klady t¥chto jev· jsou: schopnost ºáka ur£it bod libovoln¥ na kruºnici, sestrojit útvary
libovolné délky libovoln¥ v rovin¥, pracovat s matematickou symbolikou i s netradi£ním
ozna£ením trojúhelníku a dal²ích útvar·.
Velice nás ale zaujalo, jaké problémy m¥li ºáci s ur£ením diskuse °e²itelnosti (ve
druhé úloze). Domníváme se, ºe to má hned n¥kolik d·vod·. Ten první spat°ujeme
v nedostatku parametricky zadaných konstruk£ních úloh ve st°edo²kolských u£ebni-
cích. Nap°íklad v u£ebnici [19] nenajdeme ani jednu parametrickou úlohu. Dal²í d·vod
souvisí s neporozum¥ním tomu, co je nálním výsledkem konstruk£ní úlohy. V¥t²ina
ºák· p°i rozhovoru potvrdila, ºe je pro n¥ °e²ením konstruk£ní úlohy narýsování hle-
daného útvaru (alespo¬ jednoho). Ná£rt chápou pouze jako pomocnou sloºku, kdyº si
nev¥dí rady, a popis konstrukce jako nutnou sou£ást °e²ení, která je podle mnohých
z nich nadbyte£ná. Ur£ení po£tu °e²ení se sice ve v¥t²in¥ ºákovských °e²ení objevilo,
ale bylo spí²e nesprávné. Bu¤ ºáci vycházeli p°i ur£ení po£tu °e²ení ze své konstrukce
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a spo£ítali pouze narýsovaná °e²ení (rýsují p°eváºn¥ jedno °e²ení), nebo si sice uv¥-
domili moºnost sestrojení dal²ích pr·se£ík·, ale nedokázali k nim bez narýsování celé
situace dopo£ítat v²echna °e²ení. Dal²í d·vod chybného ur£ení po£tu °e²ení souvisí
s provád¥ním zkou²ky správnosti. Ani jeden ºák se kontrolou svého °e²ení nezabýval,
coº vedlo také ke ²patným záv¥r·m z hlediska po£tu °e²ení. Proto se domníváme, ºe
je d·leºité, aby se ve výuce kladl d·raz na porozum¥ní smyslu konstruk£ní úlohy, aby
se p°ipomínala d·leºitost v²ech £ástí formální struktury konstruk£ní úlohy, a aby byly
do výuky za°azovány parametricky zadané úlohy.
Druhá hypotéza se týkala mnoºin bod· dané vlastnosti a jejich vyuºití v kon-
struk£ních úlohách. Ukázalo se, ºe ºáci mají znalosti daných mnoºin, umí je denovat
i pojmenovat, ale pokud mají ur£it mnoºinu bod·, na které leºí hledaný bod, prove-
dou chybné úvahy. Nap°íklad ºáci znají denici ekvidistanty p°ímky, v¥dí, ºe se jedná
o dvojici rovnob¥ºných p°ímek, ale pokud mají ur£it mnoºinu, která je od dané p°ímky
vzdálena o danou vzdálenost, narýsují pouze jednu rovnob¥ºku, a tím dojde ke ztrát¥
°e²ení. Proto je podle na²eho názoru d·leºité, p°i výuce konstruk£ních úloh zd·raz¬o-
vat mnoºiny bod·, které se k °e²ení jednotlivých úloh pouºívají, a také dávat ºák·m
zp¥tnou vazbu k chybným úvahám, kterých se dopustí. Tím by m¥lo dojít k propojení
znalosti mnoºin bod· s jejich vyuºitím.
P°i p°íprav¥ výzkumu jsme p°edpokládali, ºe ºáci budou kreslit malé, nep°ehledné
ná£rty, které budou navíc prototypické, coº se nám potvrdilo. To, co jsme ale ve t°etí
hypotéze neo£ekávali, byla absence analýzy celé situace dané úlohy a obecné ur£ení
jejího °e²ení. V¥t²ina ºák· po nakreslení ilustra£ního obrázku hned za£ala rýsovat,
a teprve p°i konstrukci promý²lela postupné kroky, které by mohly vést k °e²ení úlohy.
Kdyº nev¥d¥li jak dál, vrátili se zp¥t k ná£rtu, v n¥mº vymý²leli dal²í kroky. Tímto
postupem docházelo k chybným záv¥r·m, ztrát¥ °e²ení, ale také k získání nadbyte£ných
°e²ení. Je proto nezbytné, aby ºáci porozum¥li d·leºitosti kompletního rozboru situace
hned na za£átku °e²ení dané úlohy, a tím se vyhnuli následných nesprávným úvahám.
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Seznam zkratek
AB úse£ka s krajními body A a B
|AB| velikost úse£ky AB
−→
AB polop°ímka s po£áte£ním bodem A a vnit°ním bodem B
←→
AB p°ímka procházející body A,B
←−→
ABC polorovina s hrani£ní p°ímkou
←→
AB a vnit°ním bodem C





|∠AV B| velikost úhlu ∠AV B
A,B,C vrcholy trojúhelníku
a, b, c délky stran trojúhelníku
α, β, γ velikosti vnit°ních úhl· trojúhelníku
A1, B1, C1 st°edy stran
oa, ob, oc osy stran
ta, tb, tc t¥ºnice
T t¥ºi²t¥
va, vb, vc vý²ky v trojúhelníku
A0, B0, C0 paty vý²ek
O ortocentrum
S st°ed kruºnice opsané trojúhelníku
r polom¥r kruºnice opsané
V st°ed kruºnice vepsané
ρ polom¥r kruºnice vepsané
oα, oβ, oγ osy vnit°ních úhl· trojúhelníku
τAB Thaletova kruºnice nad pr·m¥rem d = |AB|
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Záv¥r
V na²í práci jsme se v¥novali obtíºím ºák· st°edních ²kol s konstruk£ními úlohami
v trojúhelníku, hlavn¥ jejich °e²ení pomocí mnoºin bod· dané vlastnosti. Záv¥ry, které
jsme z výzkumu získali, nejsou samoz°ejm¥ uceleným a kompletním pohledem na danou
problematiku, nebo´ jsme pracovali pouze s omezeným mnoºstvím ºák· vybraných
st°edních ²kol. Výsledky nám v²ak mohou poslouºit jako ²iroké spektrum jev·, se
kterými se st°edo²kol²tí ºáci v tomto tématu potýkají a mají s nimi nemalé problémy.
Z výsledk· na²eho výzkumu (jak pilotní, tak hlavní studie) jsme ur£ili následující
ºákovské problémy:
• ºáci znají mnoºiny bod· dané vlastnosti, av²ak mají problémy je v konstruk£ních
úlohách správn¥ pouºít, zejména ekvidistantu p°ímky a osu úhlu,
• ºáci ovládají konstrukce jednotlivých mnoºin bod·, výjimkou je konstrukce ekvi-
gonály úse£ky,
• ºáci kreslí prototypické obrázky, a proto d¥lají chybné úvahy,
• ºáci neprovád¥jí nejprve kompletní rozbor úlohy, ale pouze kreslí ilustra£ní obrá-
zek, a postupné kroky vedoucí k °e²ení úlohy vymý²lí aº p°i samotné konstrukci,
• ºáci se p°i popisu konstrukce soust°edí na symbolický zápis, ve kterém d¥lají
chyby, místo toho, aby vyuºili správný slovní popis,
• ºáci nerozli²ují mezi nepolohovou a polohovou úlohou, coº se projevuje p°i kon-
strukci, kde za£ínají umíst¥ním nesprávného prvku do roviny, ale také p°i ur£o-
vání po£tu °e²ení,
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• ºáci se v konstruk£ních úlohách nezabývají ov¥°ením správnosti svého postupu,
ani neprovádí diskusi °e²itelnosti parametrické úlohy, coº vede k chybnému ur£ení
po£tu °e²ení dané úlohy.
P°i porovnání st°edo²kolským ºák· na²eho výzkumu se studií provád¥nou se ºáky
základních ²kol je patrné, ºe n¥kterým chybám se star²í ºáci uº dokáºí vyvarovat, ale
v n¥kterých i nadále selhávají. Zásadní problém spat°ujeme v ºákovském neporozum¥ní
smyslu konstruk£ní úlohy. Tím, ºe se ºáci soust°edí hlavn¥ na rýsování, pop°ípad¥ popis
konstrukce, jim uniká hlavní podstata konstruk£ní úlohy  d·kaz existence hledaného
útvaru a ur£ení v²ech jeho moºných °e²ení. Cílem konstruk£ní úlohy není nalézt, £i
narýsovat jednoho reprezentanta hledané mnoºiny, jak se ºáci domnívají, ale ur£it
v²echna °e²ení v závislosti na zadaných prvcích a jejich parametrech.
Ve výzkumu jsme ºák·m povolili pouze rýsovací pot°eby, ale bylo by ur£it¥ zajímavé
sledovat zm¥ny chybovosti ºák·, pokud bychom jim umoºnili pracovat i s programy,
jako jsou Cabri £i GeoGebra. Protoºe v²ak v ºádné z námi oslovených ²kol tyto pro-
gramy ve výuce nepouºívají, do výzkumu jsme je neza°adili.
Dále by bylo zajímavé roz²í°it ná² výzkum o studii s dal²ími ºáky, nap°íklad s t¥mi,
kte°í se danou problematikou zabývají aktuáln¥ b¥hem u£iva ve ²kole, a tak mít moº-
nost porovnat, co si ºáci pamatují i s odstupem £asu, a co umí pouze krátkodob¥.
Také jsme cht¥li ná² výzkum obohatit o pohled u£itel· matematiky na zkoumanou
problematiku a moci ho následn¥ porovnat s výsledky jejich ºák·, ale to se nám kv·li
dlouhodobému p°esunu výuky do online prostoru nepoda°ilo.
Celkov¥ byl pro nás výzkum obohacením, uv¥domili jsme si obsáhlost konstruk£ních
úloh a s tím související mnoºství jev·, ve kterých mohou ºáci chybovat. Navíc bylo
zajímavé pozorovat ºáky p°i samostatné práci i p°i rozhovorech, nebo´ kaºdý ºák má
sv·j osobitý styl °e²ení úloh i jejich popisování. Díky tomu, ºe rozhovory nenásledovali
hned po sob¥, ale odehrávaly se v jiných dnech, m¥la organizátorka moºnost reexe
svého projevu i ºákova p°ístupu i postupu v jednotlivých úlohách. To bylo p°ínosem
pro její dal²í reakce a p°ípadné návodné rady v dal²ích rozhovorech.
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P°íloha
e²ení úloh hlavní studie
1. Je dána úse£ka AB. Ur£ete a narýsujte mnoºinu v²ech bod· X, pro které platí
|∠AXB| = 75◦.
e²ení: (viz obrázek 4.1) Hledanou mnoºinou je sjednocení dvou kruºnicových ob-
louk· k, k′ s krajními body v zadaných bodech A,B, bez bod· A,B. St°ed S kruº-
nicového oblouku k leºí na ose o úse£ky AB (st°ed leºí vºdy na ose úse£ky k t¥tiv¥).
St°ed S dále leºí na kolmici k libovolné te£n¥. Protoºe známe obvodový úhel kruº-
nice k (a máme znalost, ºe obvodový a úsekový úhel jsou shodné), pak narýsujeme
te£nu z vrcholu A (m·ºe být i vrchol B) s úhlem 75◦ a k ní kolmici. St°ed S ′ kruºni-
cového oblouku k′ je pak osov¥ soum¥rný se st°edem S podle p°ímky
←→
AB.
Obrázek 4.1: Konstrukce první úlohy z hlavní studie
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2. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník KLM , kdyº znáte velikosti vý²ky vm a t¥º-
nice tk.
e²ení: Úloha je nepolohová, prvky jsou zadány parametricky, zvolíme umíst¥ní vý²-
ky vm do roviny.
Rozbor: (viz obrázek 4.2)
Umístíme vý²ku MM0 o velikosti vm do roviny a sestrojíme její kolmici k. Vý²ka
k základn¥ v rovnoramenném trojúhelníku je zárove¬ t¥ºnicí, takºe sestrojíme t¥ºi²t¥ T
(pomocí £tvrté geometrické úm¥rné). Vrchol K leºí na kolmici k a na kruºnici l se
st°edem v bod¥ T a polom¥ru 2
3
tk. Zbývající vrchol L leºí také na kolmici k a zárove¬
je st°edov¥ soum¥rný s vrcholem K podle bodu M0.
Obrázek 4.2: Ná£rt a konstrukce druhé úlohy z hlavní studie
Popis konstrukce:
1. MM0; |MM0| = vm
2. T ; T je t¥ºi²t¥ t¥ºnice vm
3. k; k ⊥MM0 ∧M0 ∈ k
4. l; l(T, 2
3
tk)
5. K;K ∈ l ∩ k
6. L;L ∈ l ∩ k ∧ L ̸= K
7. △KLM
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Diskuse °e²itelnosti: Pro existenci trojúhelníku KLM je podstatná konstrukce pr·-
se£íku K. Pokud polom¥r kruºnice l bude men²í, nebo roven velikosti |TM0|, trojúhel-
ník nevznikne. To nastane pouze v p°ípad¥, kdyº 2
3
tk ≤ 13vm.
Po£et °e²ení: Protoºe je úloha nepolohová má 1 °e²ení, i kdyº konstrukcí vzniknou
2 shodné trojúhelníky (osová soum¥rnost podle vý²ky vm).
3. Prove¤te konstrukci podle zadaného popisu konstrukce. Kolik bude mít úloha
°e²ení?
1) k; k(S, 2, 5 cm)
2) A; A ∈ k
3) B; B ∈ k ∧ |∠ASB| = 150◦
4) h; h(A, 3, 5 cm)
5) τAB; τAB = {X ∈ ρ : |∠AXB| = 90◦}
6) A0; A0 ∈ h ∩ τAB





Obrázek 4.3: Konstrukce t°etí úlohy z hlavní studie
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Z popisu konstrukce nelze vy£íst polohovost úlohy ani zadané prvky a jejich me-
trické hodnoty. Proto má úloha 4 °e²ení (po dvou shodná), která vznikla konstrukcí
(viz obrázek 4.3).
4. Je dána vý²ka vc o velikosti |CC0| = 3 cm. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li délka
strany b = 4 cm a velikost polom¥ru kruºnice vepsané ρ = 1 cm.
e²ení: Jedná se úlohu 5 vy°e²enou v teoretické £ásti na²í práce, proto její °e²ení uº
zde neuvádíme.
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